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Vorrede 

zur ersten Auflage^ 



Das mächtige Instrument der Algebra und Analysis, welches 
unter dem Namen der Determinanten in Gebrauch gekommen ist, 
war aus den bis vor wenig Jahren vorhandenen Quellen nicht leicht 
kennen zu lernen. Die grossen Meister hatten jenes Httlfsmittel 
für die höheren Zwecke , denen ihr Genius diente, sich geschaffen 
und waren wenig gesonnen , ihren Bau durch Betrachtungen über 
Material und Werkzeug, von deren Tüchtigkeit sie tiefe Ueberzeu- 
gung hatten, aufzuhalten. Daher ist es mit den Determinanten wie 
wohl mit allen wichtigen Instrumenten der Mathematik ergangen, 
dass sie längere Zeit im Besitz von wenig Auserwählten blieben, 
bevor eine geordnete Theorie derselben den Nichtkennem das Ver- 
ständniss und den Gebrauch zugänglicher machte. Die erste Idee, 
der Algebra durch Bildung combinatorischer Aggregate, die heute 
Determinanten genannt werden , zu Hülfe zu kommen, rührt, wie 
DiRicBLET bemerkt hat, von Lbibmz her. Ausser dem Briefe an 
L'HosPiTAL 1693 April 28 und dem Aufsatz Acta Erud. 1700 p. 200, 
in welchem Leibmz die Ueberzeugung von der Fruchtbarkeit seines 
Gedankens ausspricht , scheint aber nichts übrig zu sein, woraus 
sich schliessen Hesse, dass Leibniz sich um weitere Früchte dieser 
Idee bemüht habe. Die zweite Erfindung der Determinanten durch 
Gramer 4750 blieb unverloren wegen der Dienste, die der Algebra 
daraus erwuchsen , theils durch Gramer selbst , theils nach einer 
Reihe von Jahren durch B£zout, Vandermondb, Laplage, Lagravge. 
Namentlich war es Vandermonde (sur Telimination 1771), der einen 
Algorithmus der Determinanten zu begründen suchte ;;* während 
Lagrangb in der Abhandlung sur les pyramides 1773 von den 
Determinanten dritten Grades bei* Problemen der analytischen 
Geometrie bereits in grosser Ausdehnung Gebrauch machte. Den 
wichtigsten Anstoss jedoch zur weiteren Ausbildung der Rechnung 
mit Determinanten haben Gauss' Disquisitiones arithmeticae 1801 
gegeben. Ausgehend von der Betrachtung der Algorithmen, welche 
in diesem Werke sich auf die »Determinanten der quadratischen 
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Formena beziehen ^ stellten Caught und Binet 4812 die allgemeinen 
Regeln für die Multiplication der Determinanten auf, wodurch 
Rechnungen mit schwer zu bewältigenden Aggregaten eine uner- 
wartete Leichtigkeit gewannen. Des neuen Calcüls, welchen be- 
sonders Caichy ausgebildet hatte, bemächtigte sich vorzüglich 
Jacobi 1826, dessen in Crelle's Journal niedergelegte Arbeiten 
reichlich Zeugniss geben, was das neue Instrument in des Meisters 
Hand zu leisten vermochte. Erst durch Jacobi's^ Abhandlungen 
»de formatione et proprietatibus determinantium« und »de determi- 
nantibus functionalibus 1844« wurden die Determinanten Gemein- 
gut der Mathematiker, welches seitdem von verschiedenen Seiten 
her wesentliche Vermehrungen erhalten hat. 

Jacobi's Abhandlung de formatione etc., welche nicht un- 
mittelbar für das erste Studium des Gegenstandes verfasst ist, und 
Spottiswoode elementary theorems relating to determinants, Lon- 
don 4851, eine Schrift, welche bei zweckmässiger Anordnung des 
Stoffes und einer guten Auswahl von Beispielen manche Unge- 
nauigkeiten enthält , waren die einzigen vorhandenen Anleitungen 
zurKenntniss der Determinanten, als ich- mich entschloss, das zum 
grossen Theil noch zerstreute Material in eine Theorie der Deter- 
minanten, begleitet von den wichtigsten Anwendungen derselben, 
zusammenzustellen. Heine Arbeit war fast zum Abschluss ge- 
bracht, als mir Briosghi la teorica dei determinanti, Pavia 4854, 
bekannt wurde. Dieses Werk, hervorgerufen durch das auf vielen 
Seiten gefühlte Bedürfniss einer elementaren Anleitung zur Kennt- 
niss der Determinanten , ist mit vorzüglicher Sachkenntniss ge- 
schrieben und enthält eiußn reichen Schatz trefflichen Materials; 
wodurch es schnell in weiten Kreisen Eingang und Anerkennung 
sich verschafft hat. Die jüngst in Berlin erschienene deutsche 
üebersetzung dieses wei thvoUen Buches ist ohne Zweifel den 
deutschen Mathematikern sehr willkommen. Dass ich den Muth 
hatte, meine Schrift über denselben Gegenstand zu vollenden, 
gründet sich hauptsächlich auf die Verschiedenheit in der Anlage 
und Ausführung meiner Arbeit. Um den theoretischen Kern des 
Gegenstandes möglichst rein herauszuschälen^ habe ich die Haupt- 
eigenschaften der Determinanten und die darauf gegründeten Al- 
gorithmen in synthetisch genau articulirtem Vortrag, wie erden 
Lehrbuchern von Alters her eignet, abgehandelt und wo es nöthig 
schien durch einfache Beispiele erläutert. Es kann zur klaren 
Einsicht in die Lehrsätze eines Systems nur erwünscht sein^ bei 
jedem Lehrsatze die Summe der Prämissen, auf denen er beruht, 
straff zusammengezogen zu sehen. D^igegen habe ich die Anwen- 
dungen auf Algebra , Analysis und Geometrie in einen besondern 
Abschnitt vereinigt, um durch grosseren Zusammenhang leichtere 
Auffassung und in den einzelnen Materien eine gewisse Vollstän- 
digkeit erreichen zu können. Besonders aber wünschte ich meiner 



Arbeit dadurch einigen Werth zu verleihen , dass ich soviel als 
möglich bis zu den Originalquellen vorzudringen suchte, um die 
ersten Erfinder von Methoden und die ersten Entdecker von Lehr- 
sätzen citiren zu können. Solche Citate sind nicht nur ein Opfer, 
welches die spätere Zeit den frühern Offenbarungen des Genius 
schuldet, sie bilden ein Stück Geschiebte der Wissenschaft und 
laden zum Studium der hohen Werke ein, aus denen die Wissen- 
schaft aufgebaut ist^ und in denen noch immer reiche Schätze un- 
gehoben ruhe'n . Freilich kann ich nicht erwarten , dass mein 
Suchen hierbei überall zum Finden des Richtigen geführt hat ; ich 
hoffe aber, dass verlautete Irrthümer zu gelegentlicher Aussprache 
des Richtigen Veranlassung geben werden. 

Nach dem Vorbemerkten ist es unnöthig hervorzuheben, was 
von meiner Seite eigenes dem vorgefundenen Material hinzugefügt 
worden ist. Es bleibt mir nur übrig , die Güte meines gelehrten 
Freundes Borchardt dankbar zu rühmen , der durch mancherlei 
Anweisung mich bei meiner Arbeit wirksam unterstützt hat 

1857. 



Zur vierten Auflage. 

Die vierte Auflage meines Buches hat in mehrern Abschnitten 
wesentliche Verbesserungen und Zusätze erhalten , welche die 
Auffassung zu erleichtern und den Blick zu erweitern geeignet 
schienen. Mehrere derselben sind bereits in meine Elemente der 
Mathematik 1 872! übergegangen , namentlich die Verlauschung ge- 
trennter Elemente mittelst Vertauschungen von Nachbarn, die De- 
finition eines Determinantengliedes, die Voranstellung der Systeme 
von Subdeterminanten , die Adjuncte eines Elements und einer 
Subdeterminante , die Composition einer Reihe aus zwei gegebe- 
nen Reihen (§§. 1 — 3). Neu geordnet und mit Erläuterungen 
ausgestattet ist §. 4 , vermehrt um die Determinanten , welche zur 
Definition der Collinearität und der Involution dienen. In den 
eingeschalteten §. 5 wurden mehrere besondere Entwickelungen 
vereinigt, die Anordnung der Determinantenglieder nach den Ele- 
menten der Diagonale und nach den Elementen einer Zeile und 
einer Colonne, die Darstellung einer Determinante, von welcher 
eine Subdeterminante des nächstniederen Grades null ist, und der 
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DeterminaDte eines Systems, dessen Elemente a^/^ und aj^^ ent- 
gegengesetzt gleich sind. In §. 6 ist die Determinante eines Sy- 
stems von componirten Elementen, in §. 7 die Determinante eines 
Systems von Subdeterminanten tlbersiehtiicher entwickelt und 
durch characteristische Beispiele erläutert worden. 

Vereinfacht und ergänzt findet man in §. 8 die Auflösung 
eines linearen Systems , in §. H die Formulirung des gemein- 
schaftlichen Divisor verschiedener Grade von zwei ^nzen Functio- 
nen , sowie der Multiplicatoren , mit Hülfe deren durch zwei gege- 
bene ganze Functionen eine dritte gegebene ganze Function aus- 
gedrückt wird. In §§. 12 — 1i haben mehrere Artikel grössere 
Zusätze und durch Umstellungen mehr Abriindung erhalten ; den 
Schluss dieses Abschnitts bildet eine neue Mittheilung, die ich 
Herrn Rosanes verdanke , über die linearen Substitutionen, durch 
welche eine gegebene quadratische Form in dieselbe Form der 
neuen Variablen transformirt wird. 

Die analytischen Ausdrücke für die Fläche eines Dreiecks so- 
wie für das Volum eines Prisma und eines Tetraoders sind in §. 15 
einfacher als bisher begründet worden , den Ent Wickelungen des 
§. 16 habe ich mehr Zusammenhang zu geben gesucht. In §. 17 
sind hinzugekommen die Relation der Distanzen einer Geraden von 
3 Puncten , einer Ebene von 4 Puncten , sovvie auf Grund einer 
Mittheilung, mit der Herr Mertens mich beehrt hat, die Bestim- 
mung des Kreises , der 3 gegebene Kreise einer Ebene berührt. 
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Theorie der Determinanten. 



§. 1. Eintheilnng der Permutationen gegebener Elemente 

in zwei Classen. 

^ 1. Die Elemente einer Complexion, aus welcher Permutatio- 
nen abgeleitet werden sollen, werden durch Ordnungszahlen un- 
terschieden. Ein Element heisst höher als ein anderes, wenn 
es die grössere Ordnungszahl hat. Bei einer abgeleiteten Com- 
plexion vergleicht man jedes Element mit allen folgenden und 
zählt, wievielmal einem höhern Elemente ein niederes nachsteht; 
die gefundene Anzahl heisst die Anzahl der Inversionen (deran- 
gements, variations) , welche die Complexion enthält*), z. B. die 
Permutation 020 ^%ai enthält 4 Inversionen: 020^, a^a^j 04%, a^Oi. 
Die Permutationen gegebener Elemente sind von Gramer in 
zwei Glassen getheilt worden , deren erste die Permutationen um- 
fasst, in welchen eine gerade Anzahl von Inversionen vorhan- 
den ist, deren zweite die Permulationen mit ungerader Anzahl 
von Inversionen enthält. 

2. Lehrsatz. Wenn in einer Permulation ein Ele- 
ment mit einem andern vertauscht wird, während 
die übrigen Elemente ihre Plätze behalten, so än- 
dert sich die Anzahl der vorhandenen Inversionen 
um eine ungerade Zahl**). 

Beweis. Wenn ein Element mit einem Nachbar vertauscht 



*) Gramer Analyse des lignes courbes, 4 750. Appendix p. 658. 
**) Dieser Satz wurde zur Unterscheidung der Permutationen von Bezoüt 
aufgestellt (Hist. de Tacad. de Paris 4 764 p. 292) und von Laplace bewie- 
sen in derselben Sammlung 4772, II p. 294, einfacher von Mollweide de- 
monstratio eliminationis Cramerianae, Leipzig 4 814 §9 und von Gergonne 
Ann. de Math. 4 p. 4 50. 

Baltzer, Determ. 4. Anfl. \ 
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2 §. ^ ^. 

wird, so ändert sich die Anzahl der vorhandenen Inversionen um 
1 . Um das Element g mit dem durch k rechts folgende Elemente 
getrennten Element h zu vertauschen, kann man zuerst g mit 
dem rechten Nachbar (A-i- 1)mal, dann h mit dem linken Nach- 
bar Ä*mal vertauschen. Dabei ändert sich die Anzahl der vorhan- 
denen Inversionen (2A*+ 4] mal um \ , und wird ungeradmal aus 
einer geraden Zahl eine ungerade , aus einer ungeraden eine ge- 
rade Zahl. Also ändert sich bei der Vertauschung von g und h die 
Anzahl der Inversionen um eine ungerade Zahl. 

3. Durch Yertauschung von jedesmal 2 Elementen können 
nach und nach alle Permutationen einer gegebenen Complexion 
dargestellt werden*). Die in dieser Reihe der Permutationen an- 
zutreffenden Inversionen sind abwechselnd von gerader und von 
ungerader Anzahl (2). Da die Anzahl aller Permutationen gerade 
ist, so giebt es ebensoviel (gerade) Permutationen der einen Classe, 
in denen eine gerade Anzahl Inversionen vorhanden ist, als (unge- 
rade) Permutationen der andern Classe, welche eine ungerade An- 
zahl Inversionen enthalten. Die einen lassen sich durch eine ee- 
rade, die andern durch eine ungerade Anzahl Vertauschungen von 
jedesmal 2 Elementen aus der gegebenen Complexion ableiten. 

Zwei Permutationen gehören in dieselbe Classe, wenn eine 
aus der andern oder beide aus einer dritten durch eine gerade 
Anzahl Vertauschungen von jedesmal 2 Elementen sich ableiten 
lassen. 

4. Analytischer Beweis des Lehrsatzes (2) **) . Zur Unter- 
scheidung der Permutationen bilde man bei jeder derselben die 
Differenzen der den Elementen zugehörigen Ordnungszahlen, in- 
dem man die Ordnungszahl jedes Elements von der jedes folgen- 
den Elements subtrahirt. Eine Permulalion enthält soviel In- 
versionen, als unter den erwähnten Differenzen negative vor- 
kommen (1). 

Das Product dieser Differenzen ist eine alter- 
nirende Function der Ordnungszahlen***), welche 

*) Yergl. Gallenkamp Elem. d. Math. 4 850 §.410 und des Verf. Elem. 
d. Math. 2tes Buch §. 24. 

**) Jacobi Determ. 2 (Grelle J. 22 no. 4 4). 

***) Fonetion alternde nach Cauchy J. de IMc. polyt. Cah. 4 7 p. 30, 
Analyse alg^br. 111, 2. — Functio alternans nach Jacobi Grelle J. 21 p. 360. 



§. 1 , ö. 3 

durch Vertauschung von 2 Ordnungszahlen denent- 
gegengesetzten Werth erhält. 

Beweis. Nach der Vertauschung von zwei Ordnungszahlen 
haben die einzelnen Differenzen in veränderter Ordnung diesel- 
ben absoluten Werthe wie vorher , also behält ihr Product seinen 
absoluten Werth. Versteht man unter i und k zwei bestimmte, 
unter r und s zwei beliebige andere Ordnungszahlen ; unter 

i/(r-t)(r-A;), //(r-«) 

die Producte aller Factoren , deren allgemeine Formeln 

sind, bezeichnet man endlich eine der Einheiten i oder —1 durch 
€ , so wird das Product der bei einer gegebenen Permutation zu 
bildenden Differenzen durch 

ausgedrückt. Wird nun ? mit A vertauscht , so bleiben 

ll[r-i]{r-k] und n.r-s] 

unverändert, und A— / erhält den entgegengesetzten Werth. Also 
bekommt das Product den entgegengesetzten Werth, w. z. b. w. 

Da durch Vertauschung von 2 Elementen der Permutation 
das in Betracht gezogene Product einen Zeichenwechsel erleidet, 
so ändert sich zugleich die Anzahl der negativen Differenzen, mit- 
bin die Anzahl der vorhandenen Inversionen , tim eine ungerade 
Zahl , wie oben bewiesen worden. 

5. Die Vertauschung der Elemente einer Gomplexion heisst 
cyclisch, wenn jedes Element durch das folgende, das letzte 
Element durch das erste ersetzt wird. 

Durch eine cyclische Vertauschung aller Ele- 
mente erhält man aus einer gegebenen Permutation 
eine Permutation derselben oder nicht derselben 
Glasse, je nachdem die Anzahl der Elemente unge- 
rade oder gerade ist. Denn die cyclische Vertauschung von 
n Elementen Jässt sich durch Vertauschung des ersten Elements 
mit dem zweiten , dritten u. s. f. , also durch w— 1 Vertauschun- 
gen von jedesmal 2 Elementen erreichen. 

Aus einer gegebenen Permutation kann jede an- 
dere durch cyclische Vertauschung einzelnerGrup- 
pen von Elementen abgeleitet werden. Sind z. B. 

7 2 5 4 3 8 16 9 



4 §. 1, 5. 

die Ordnungszahlen der Elemente in der gegebenen Permutation, 
und 

2 9 3 8 7 4 15 6 
die Ordnungszahlen der Elemente in der abzuleitenden Permu- 
tation, so beginne man mit dem ersten umzustellenden Element 
der gegebenen Permutation , und ersetze der Reihe nach 7 durch 
2, 2 durch 9, 9 durch 6, 6 durch 5, 5 durch 3, endlich 3 durch 
das Anfangs ausgestossene Element 7. Dadurch ist eine Gruppe 
von Elementen abgeschlossen und deren Placirung vollendet 
(293 , 7 . . 56) . Hierauf ersetze man aus der Reihe der noch 
übrigen Elemente 4 durch 8, 8 durch 4, womit die cyclische Yer- 
tauschung einer zweiten Gruppe von Elementen sich schliesst. Das 
noch Übrige Element 4 ist durch ein anderes nicht zu ersetzen. 
Demnach ist durch 2 partiale cyclische Vertauschungen aus der 
ersten Permutation die zweite abgeleitet. 

Wenn man jedes der Elemente, welches bei der eben be- 
schriebenen Ableitung einer Permutation aus einer andern durch 
sich selbst zu ersetzen ist, als eine besondere Gruppe mitzählt, so 
gilt die Regel : 

Zwei Permutationen gehören in dieselbe Classe 
oder nicht, je nachdem die Differenz der Anzahl 
ihrer Elemente und der Anzahl derGruppen, durch 
deren cyclische Vertauschung aus der einen Permu- 
tation die andre abgeleitet werden kann, gerade 
ist oder ungerade*). Restehen nämlich die gegebenen Per- 
mutationen aus n Elementen , lässt sich aus der ersten die zweite 
dadurch ableiten , dass man die Elemente in p Gruppen von a^ , 
«2 ? Cf3 r • • Elementen vertheilt, und die einzelnen Gruppen durch 
cyclische Vertauschungen umbildet , so können die vorzunehmen- 
den cyelischen Vertauschungen durch 

Vertauschungen von jedesmal 2 Elementen bewirkt werden. 
Nun ist 

«1 H- «2 + «3 + • • = n 

also kann die zweite Permutation aus der ersten durch n —p Ver- 
tauschungen von jedesmal 2 Elementen abgeleitet werden. 



♦) Caüchy 1845 J. de Tee. polyt, Cah. 17 p. 42. Anal, algebr. Note 4, 
Vergl. Jacobi Det. 3. 



§2,2. 5 

Um die Elemente der ersten Gruppe an ihre neuen Plätze tn 
bringen , sind nicht weniger als a^ — \ Vertauschungen von jedes- 
mal $ Elementen erforderlich u. s. f., daher kann eine der gege- 
benen Permutationen aus der andern nicht durch weniger als n— p 
Yertauschungen von jedesmal 2 Elementen abgeleitet werden. In 
dem obigen Beispiel istpssB, n— />s6, folglich gehören die gege- 
benen Permutationen derselben Classe an. 



§. 2. Determinante eines Systems von w^ Elementen. 

1. Wenn 1» Zeilen (Horizontalreihen, lignesj von je n Ele- 
menten , oder von der andern Seite betrachtet nColonnen (Ver- 
ticalreihen] von je m Elementen zu unterscheiden sind , so wer- 
den die Elemente im Allgemeinen zweckmässig durch 2 Nummern 
(indiees , suffixe) bezeichnet , deren erste die Zeile , deren zweite 
die Golonne des Elements angiebt^) , z. B. 



»11 


«12 


• • 


«in 


«21 


a„ 


• • 


«ar 


• 


• 


• « 


• 


«Wl 


«m« 


• *• 


«wn 



Das Element a^j^ , dessen Zeilen-Nummer / und dessen Colon- 
nen- Nummer k ist, wird auch durch a/^) oder {ik) bezeichnet. 
Das System heisst defectiv, wenn ?w<n, excessiv, wenn 
wi > n. Wenn w^n , so heisst die Reihe der Elemente vom ersten 
zum letzten 



«n «•« • • ««♦» 



die Diagonalreihe des Quadrats der Elemente. 

2. Definition« Unter der Determinante des Systems 
von n^ Elementen, welche in bestimmter Ordnung in n Rei- 
hen von je n Elementen gegeheo sind, versteif man ein bestimm- 
tes Aggregat aller Produkte von je n solchen Elementen , deren 
nicht ;swei einer Zeile oder einer Colonne angehören. Wenn fgh . . 
eine Perimtatioq bestimmter Glaase der gegebenen Zeilen -Num- 
mern , rst . . eine Permutation derselben Classe oder nic^t dersel- 



*) Diese topographische Bezeichnung ist zuerst von Leibniz angewandt 
worden. S. dessen Brief an L'Höpital 1693 April 88 und Acta Grud. 4 700 
p. iOI (Leibniz math. Schriften herausgeg. von Gerhardt II p. 239, V p. 348). 



6 §. 2 , 2. 

ben Glasse der gegebenen Colonnen- Nummern (§. 1,3), und 
demgemäss e die positive oder die negative Einheit bedeutet, so 
ist das Product 

ein Glied der Determinante. Daher sind auch 

u. s. w. Glieder der Determinante. Insbesondere ist das Product 
der diagonalen Elemente a^i 0^2 . • ««n ®^^ Glied der Determi- 
nante, das Anfangsglied derselben. 

Alle Glieder der Determinante werden gebildet, indem man 
bei unveränderten Zeilen -Nummern des Systems die Colonnen- 
Nummern permutirt; dabei nimmt man jedesmal aus allen Zeilen 
je ein Element, so dass nicht zwei dieser Elemente einer Colonne 
angehören. Dieselben Glieder werden erhalten, wenn man bei 
unveränderten Colonnen-Nummern die Zeilen-Nummern permu- 
tirt ; dabei nimmt man jedesmal aus allen Colonnen je ein Ele- 
ment, so dass nicht zwei dieser Elemente einer Zeile angehören. 
Man findet z. B. das Glied €a^^ agg a^i . . sowohl dadurch, dass 
man aus den Zeilen f, g, h, . . die Elemente der Colonnen r, s,ty , . 
wählt, als auch dadurch, dass man aus den Colonnen r,s,t,,. 
die Elemente der Zeilen f, g, h, . . wählt ; bei beiden Operationen 
hat € dieselbe Bedeutung. Das Anfangsglied der Determinante ist 
das Product der Elemente der Diagonalreihe 



a,, a^t • • 0,nn 



Aus dem Anfangsglied werden die übrigen Glieder abgeleitet, in- 
dem man die ersten Nummern unverändert lässt und die zweiten 
permutirt. 

Die Determinante eines Systems von n^ Elementen heisst nten 
Grades, weil ihre Glieder Producte von n Elementen sind. Sie 
hat 4.2... n Glieder, welche zur Hälfte €»1, zur andern 
Hälfte «ar-^1 hab^n (§. 4,3), unter denen aber gleiche oder ent^ 
gegengesetzt gleiche nicht vorkommen, so lange nicht besondere 
Beziehungen zwischen den einzelnen Elementen stattfinden. Man 
bezeichnet die Determinante nach Caughy und Jagobi durch Ein- 
schluss des Systems der Elemente zwischen Colonnenstriche, oder 
durch das mit dem Qoppelzeichen ± unter ein Summenzeichen ge- 
setzte Anfangsglied, oder nach Yandermondb durch Aufstellung der 



§.2, 3. 



Reihe der ersten Nummern , welche zur Unterscheidung der Ele- 
mente dienen, über der Reihe der zweiten Nummern*) : 



«21 «22 • • «2n 



«ni «IM • • «/in 



Beispiele. 

a b c 

«1 Ö, C^ 

a, &2 c, 

a 6 c d 

«1 ^1 ^1 ^1 
Oj frj Cj dg 

«s &s ^3 ds 



iT ± Oll a^.^ . . a 



n 



nn 



1 I 12 I . . I » 






a 6 
«i ^ 



=s a6, — a^b 



• a, ftCjd, + a, &c,d, + a^ b^cd^ — «i b^c^d — aj ^^cd, + a, ^gC^d 

• a^&Ci d, — ajbc^di — a^fti cd, + a,6, Cjd + a^^s^^i "" ««^»^i ^ 
•ajtCidj+aafcCjdj +036iCd,— aj^iCgd— a,6,cd, +a,6,Cid 



3. L Zwei Systeme von der Art, dass die Zeilen 
des einen mit den Colonnen des andern überein- 
stimmen, 



"11 



^12 



a 



in 



Oji «22 * * 



a. 



tn 



«m «n« • • « 



nn 



«11 


«21 • 


• «m 


«12 


«22 • 


• «n2 


• 


• • 


• 


«in 


«2n • 


• «nn 



haben dieselbe Determinante JS± a^i d^ . . a^^. Denn 
das Glied ea^ agg a^^^ . . der Determinante des einen Systems 



*) Caucht J. de l'äcole polyt. Cah. M p. 52. Jacobi Det. 4 und Grelle 
J. 45 p. 115. Vandermonde M^m. sur r^liminaüon 1771 (Hist. de l'acad. 
de Paris 1772, II p. 517). Die DetermiDanten sind von Leibnis (1. c.) erfun- 
den worden, der mit Hülfe derselben die Resultante von n linearen Glei- 
chungen für n— 1 Unbekannte, sowie die Resultante von 2 algebraischen 
Gleichungen für eine Unbekannte darzustellen suchte. Als zweiter Erfinder 
der Determinanten ist Gramer (vergl. §.1, 1] zu nennen. Die von Gaücht 
eingeführte Benennung Determinante ist von den nach dem obigen Gesetz 
gebildeten Aggregaten hergenommen, welche Gauss (Disquis. arithm.) De- 
terminanten der quadratischen Formen genannt hat. Später hat Gaücht 
I Exerc. de Math. , Exerc. d*Analyse) den Namen Determinante wieder mit 
fonction alternde und mit dem von Laplace (vergl. §. 1,2) gebrauchten 
Aasdruck Resultante vertauscht. 



1 



^ 



§.2, 3. 



ist ein Glied desselben Zeichens der Determinante des andern 
Systems (2). 

IL Wenn im System der Elemente zwei parallele 
Reihen vertauscht werden, so wechselt die Deter- 
minante das Zeichen"*^). Es sei 



R 



a 



11 



^12 



a 



13 



a 



21 



a 



22 



»28 



a 



31 



a 



32 



a 



83 



und nach Vertauschung der ersten Zeile des Systems mit der zweiten 



Ä' = 



a 



21 



•«» 



a, 



23 



a 



11 



a 



a 



31 



12 



»32 



a 



13 



a 



83 



Wenn ea^^ Ug^ aj^ , . ein Glied von R ist , so ist — «a/y. üg^ a^i . . 
«in Glied von Ä', weil bei denselben Colonnen-Nummern die Zei- 
len-Nummern fgh eine Permutation der einen Glasse der Zeilen- 
Numinern 1 23 . . des ersten Systems bilden und zugteidi eine 
Permutaiion der andern Classe der Zeilen -Nummern 213.. des 
zweiten Svstems. Also ist ä'ä — Ä. 

III. Wenn zwei parallele Reihen des Systems 
übereinstimmen, so ist die Determinante des Sy- 
stems identisch null. Denn man hat sowohl Ä'=s — Ä, als 
auch R'=sRy also Ä = für alle Werthe der gegebenen Elemente. 



«11 • • «in 




. ... 




«ni • • ^nn 





«12 «11 «it • • «m 
«« «21 0«8 - • «2n 



• • • 



«»»2 ««1 «n« • * ««n 



«M . . a«« a 



»«2 



«1 '*«i 



(-0 



n — I 1 



«12 • • «l» «II 

«22 • • «2n «21 



«n2 • • «n« «ni 



♦K" - 



(-<) 



«W2 • • «wn ««i 
«12 • • «in «11 



«m «i,n — i • • «u 



««n ^nfH — 1 



. . a 



ni 



«21 «22 • • «2n 
«21 «28 • • «2n 

«»l «32 • • «SM 



«»l «»W • • «MH 



= 



*) Vandermonde l. c. p. 5f8 u. 5ii. Laplace Hist. de Tacad. de Paris 
4 77J, II p. 297. 
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Ueberhaupt : wenn ikl . . und 7^st , . gegebene Permutationen von 
1 23 . . bedeuten , so ist 
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«1« <'it • 




«11 


«12 «18 • 




«ri 


«rft 
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«M a„ . 

«»« «SS • 
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«« • 
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ji»_ 


'a' - 


J___ J 


1 


A? -W^'^ 


t _ •* 


t^ j _ 


A _ » 


• 



wo « die positive oder die negative Einheit bedeutet, je nachdem 
die gegebenen Permutationen einer Classe angehtJren oder nicht. 

4. W^nn man von dem System der n^ Eiem^ntf m Zeilen 
ausw^lt und von diesen ebensoviel Colonnen , /$o erhält mau ein 
partiales System von m^ Elementen, dessen Deteitninante eine 
Subdeterminante mten Grades des gegebenen Systems 

heisst"^) . Es giebt (^j Subdeterminanten mten Grades einer 

Zeilen-Combination, f "j des Systems, und ebensoviel Subdeter- 
minanten (n — mjten Grades. Demnach kommen bei dem gegebe- 
nen System in Betracht ausser der Determinante nten Grades 

n^ Subdeterminanten (n—1)ten Grades 

f ^ j Subdeterminanten (n — 2)ten Grades 

u. s. w. Die Subdeterminanten Uen Grades sind die einzelnen 
Elemente. 

Nachdem man die Combinationen mten Grades der Zeilen- 
Nummern und der Colonnen -Nummern beliebig durch die Zahlen 

4 bis ^xs^ ^ j nummerirt hat, bezeichne man durch p^]^ die Deter- 
minante tles partialen Systems, dessen Elemente der tten Zeilen- 
Gombination und der Aten Colonnen -Gombination angehären. 

Dann ist 

Pii • • Pifi 



Pfii • • Pfifi 
das System der Subdeterminanten mten Grades, 
welche zu dem gegebenen System von Elementen gehören. Z. B. 
n=s 4, ms 2, 



*) D^t. d*un Systeme dörivö bei Cauchv J. de l'^c. polyt. Cah. 47 
p. M, partiale Det^rminantet Unterd«terminaote bei den deut- 
schen, minor determinant bei den englischien Malbemaiikern. 



10 
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u«6, 41 
P25 



13 



44 



4^ 

23 



24 



34 



"12 



a 



a 



s« 



14 



»»4 



u. s. w. 



5. Zwei Subdeterminanten eines Systems von n^ Elementen, 
deren Grade sich zu n ergänzen, 

Pij^^ Z ± Oaf ttßg , . und q^j^^ Z ± a^ a^^ • • 

heissen adjungirt, eine dieAdjuncte der andern, wenn das 
Product der Elemente a^ r aßg . . ag^ a^^ . . ein Glied der Deter- 
minante S ± Oxi . . a^ ist (2). Insbesondere sind ein Element 
und eine bestimmte Subdeterminante (n— 4)ten Grades adjungirt, 
die Adjuncte des Elements a,-^ wird durch a^j^ bezeichnet*) . In 
Bezug auf das System 



"11 



• • «1» 



• • • 



sind adjungirt 



«51 • • « 



5» 



£ ± aj2 öj, a^^ «44 und a^ 
J* ± a„ a^^ a„ und £ ± a„ a^ 







«11 


«12 


«15 


«U 1 


a,^ und a,^ » 


«21 


«22 


«25 


«23 






«41 


«42 


«45 


«43 






«51 


«62 


«55 


«5« 


«15 «12 
"«»» «32 


Ul 


nd 


«21 
«41 
«51 


«2i 
«4» 
«58 


«24 
«44 
«54 



weil 3|4245 und 4{1253, 13|245 und 52|434 Permutationen der- 
selben Classe der Reihen-Nummern des Systems sind. 

In dem System 
a Ol a, 
b &| 6, hat a die Adjuncte 

Die Elemente a^ , 6 haben dieselben Adjuncten , wie in den Sy- 
stemen mit derselben Determinante (3) 



6, b. 



*) Cavcht 1. c. p. 64 hat diese Benennung aus der Theorie der qua- 
dratischen Formen (Gauss Disq. arithm. 367) aufgenommen und adjungirte 
Subdeterminanten complementär genannt. 
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41 



6, 6, 



a 



b 6, 6, 



Dämlich 



6, b 
Cj c 



a a, 






a., 



In dem System 



a a. 



«2 «3 



6 6, 62 &j 



C2 C3 



hat a die Adjuncte 



d dj dj. d. 



6, ftj ö, 

^1 ^a ^a 
dl dj d. 



Die Elemente %, 6 haben die entgegengesetzt gleichen Adjuncten, 
wie in den Systemen mit entgegengesetzt gleicher Determinante (3) 



nämlich 



a^ «2 a, a 
6, 6, 6, & 



dj dj d, d 



Ö2 5, 6 
dj d, d 



6 61 6, 6j 



Cj Cj 



d dj d, d, 



a Oj a, a. 



Cj Cj C3 

— dj d, d, 
ö, a„ a. 



Adjungirte Systeme sind 



a,i . . a^f^ 



^m • • ^nn 
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. « 
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• • • 



«„, . . «f 



nn 



wenn a^i^ die Adjuncte des Elements a^j^ bedeutet. 



'II 



Pi> 



rii 



hfl 



• • • 



PjMl • • PflfX Qfll • • 9/1^ 

wenn pj^ und g^-^ adjungirte Subdeterminanten des Systems 



a 



11 



a 



in 



^m ' • ^«n- 



(«- 



6. Das Product der adjui^irten Subdeterminanten mten und 
»i)ten Grades 



Pik 9ik "^ ^ ^ <^u/ <^ßg ' ' -2* ± f^0 ö, 



au ' • 



42 §. ?, 6. 

bat ml(n— m) ! Glieder, welche Glieder der Determinante 

Ä « JT ± a„ . . a„„ 
sind. Das Anfangsglied des Products 

ist ein Glied von R (5) . Die Glieder — aßf a^^^g . . und a/,^ a^|^ . . 
der beiden Subdeterminanten geben das Glied — ö/^fOao . . (^ot^ffu • • 
des Products, ein Glied von R , weil ßa . . qo . . und fg,.tu,. 
Permutationen nicht derselben Classe der Zeilen-Nummern und 
der Colonnen-Nummern des Systems sind. ü. s. w. 

Daher sind die Glieder von R, welche die Elemente a^/>, 
affg , . . enthalten, in der Formel a^^ aßg . . JS !t Oqi a^^^ . . ver- 
einigt. Die Glieder von J^ dz On . . 055, welche das Element ^4 
entlyalteo , werden durch 

«34 «S4 = «84 -2" ± «n »22 «45 «»• 

ausgedrückt (5). Die Glieder, welche 045, 0-32 enthalten, werden 

durch 

«15 «8« -2" ± a,i a„ «5^ 

ausgedrückt; die Glieder, welche a^j, «35 enthalten, werden 

durch 

-a,j a,5 J* ± ttji a„ a^^ = a.^ 0,5 Jf ± a«, a^, a^^ 

ausgedrückt. U. s. w. 

§. 3. Entwickelung der Determinante nach den in einer 

Reihe stehenden Elementen. 

t. Aus zwei gegebenen Systemen 

«ai • • «in ^21 • • ^2n 

• ••• •••• 

wird ein drittes Syston^ 

«11 ^i + <*i« *i« + • • + «in *!« «11 ^21 + «12 6«2 + • • + «m h^ ' . • 
«21 ^H •♦' «at *>it +••■<• ««n hn <»«i *2i + ö«« ^«2 + ' ' *♦• «2« ^an * * * 

componirt ^durch Composition ihrer Zeilen formirt], indem man 
die Elemente je einer Zeile des ersten Systems mit den Elementen 
je einer Zeile des andern Systems der Reihe nach multiplicirt und 
durph Additmi der Produete je ^em Element des componiFten Sy- 
stems bildet. Die Elemente des componirten Systems <sind bilineare 
Formen der Elemente « und der Eleonente 6. Z. B. aus den 



§.3, 2. «3 

Systemen 

a b c X y ^ 

a' b' c' x' y' 4 

wird das System coraponirt 

aa?-f»6y-f-c ax'-f-ftj/' + c 

a'x + b'y -t- c' a'x' + b'y' + c' 

2. Wenn Ä = -5 ± a^j . . a„^ und a,jfc die Adjuncte des Ele- 
ments a^^ ist, wenn demnach 

adjungirte Systeme sipd (§. 2, 5] , so findet man durch Composi- 
tion einer Zeile (Colonne) des einen Systems mit einer Zeile 
(Colonne) des andern Systems entweder R oder 0, je nachdem 
man Reihen derselben Nummer oder nicht derselben componirt. 
Die Determinante ist eine lineare Form der Elemente einer Reihe "^j. 

Beweis. Die Glieder der Determinante enthalten je eines der 
Elemente a,i , a^, . . einer Zeile, sowie je eines der Elemente 
aijj., a2kj . . einer Colonne. Die Glieder der Determinante, welche 
das Element a^j^ enthalten, werden durch a,-^ a^j^ ausgedrUd&t 
(§. 2, 6). Also umfasst die Summe 

alle Glieder von R, jedes einfach. Demnach ist 

«Ai «11 + • • + «ibi «in oder a^- «,^ + . . + a^^ «„^ 

die Determinante des Systems , welches aus dem gegebenen da- 
durch abgeleitet wird, dass man die Elemente a^^ , a,^ , . . durch 
^Ai ' ^&2 7 • • oder die Elemente a^^, a^ki • • durch a^,-, 02,-, . . 
ersetzt. Die Zeilen (Colonneu) dieses Systems sind nicht alle von 
einander verschieden, also ist die Determinante dieses Systems 
null (§. 2, 3) . 

Beispiele. Wenn die Systeme 
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a, 


a. 
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«i 


«« 


b 
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f>2 
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ß. 


ß. 
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Ci 


c. 


Y 


ri 


72 



*) Gramer 1. c. Lagrange Pyram. 7 (M6m. de Berlin 4773). Cauchy I. c. 
p. 66. Jacobi Det. 6. 
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adjungirt sind, wenn R die Determinante des ersten Systems, a 
die Adjuncte des Elements o , u. s. w. 



a SS 


6, 6, 


«1 
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C2 


b 




«2 = 


b b, 
C C^ 




P = 

a, a. 


/^l 


= 


C2 
«2 


c 
a 




^« = -: r 




y - 


«1 02 


ri 


- 


«>2 


a 
b 




Y2 = 


a a^ 
6 fc, 




SO findet man 










a« + Oißj + a^Oj = /? 






an 


-^ bß -^ cy SS Ä 


6c3f H- 6i«j + 62«, = 






a^tt 


+ 6i/9 + c^ S5 


CCC + CjOj 


+ Cg«.^ 


= 






a. 


i« 


+ Kß + ^2^ = 


s 



u. s. w. Zur Ausrechnung der Determinante genügt eine Zeile 
(Colonne) der Adjuneten. 



a tti a, a^ 
b bi ö, 63 

C C| Cj Cj 

d dj dj dj 



=s a 



bi 62 63 

C| Cj C3 

dl dj dg 



3. Wenn alle Elemente einer Reihe des gegebenen Systems 
null sind, so ist die Determinante des Systems null. Wenn unter 
den Elementen einer Reihe nur eines nicht null ist, so ist die 
Determinante das Product dieses Elements mit seiner Adjuncte; 
die übrigen Glieder der Determinante fallen weg. 
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Cj 
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rf, 


d. 


rfa 



= (-4)*C, 



a 0] 
6 . 



a, 



d dj dj 



Bei der Vertauschung der 3ten Zeile des Systems mit den vorher- 
gehenden Zeilen und der 3ten Colonne mit den vorhergehenden 
wechselt die Determinante 4mal das Zeichen. In dem System 



a a, a» a. 



b 61 62 
d dt dg 



c. 



d. 



hat 62 die Adjuncte 



a a. 



a« a. 
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6, 


^ 


0, 
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d. 


d. 


rf. 



oder 



a a. 



a. 



b b^ b, 



d d, d. 





b, 63 6 




b, b b, 




6 b, &2 
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^2 ^8 ^ 


+O2 


C3 c c, 
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c Ci C2 1 




dg d3 d 




d3 dd, 




d d, dj 
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45 



Wenn alle Elemente einerseits der Diagonale null sind, so 
bleibt nur das AnOangsglied der Determinante übrig. 
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Umgekehrt : Wenn dem gegebenen System der Rand 

4 0. oder A x y . oder . oder 

y 



X 

y 



X 

4 





y X 4 



zugesetzt wird , so bleibt seine Determinante unverändert. Eine 
Determinante nten Grades kann als Determinante (n-Hl)ten Gra- 
des mit n beliebigen Elementen dargestellt werden. 
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4. Um eine Determinante mit einem Factor zu multipliciren, 
hat man alle Elemente einer Reihe mit demselben zu multipliciren. 
Den gemeinschaftlichen Factor aller Elemente einer Reihe kann 
man vor die Determinante setzen. 



P 



a b c 




tti b^ c. 


= 


«2 ^2 ^2 





pa b c 




P«! ^ c, 


= 


pa^ öj Cg 





pa pb pc 

ttj &! Cj 



«2 ^2 ^2 



Diess ergiebt sich, wenn die Determinante unter der Form 
aa+aiai-ha2a2 oder aa-^bß-hcy vorgestellt wird. Ferner ist 
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c^ 
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C2 
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c 




a 


b 


Ci 


= ab 


a 


b 


^2 





4 4 
4 4 
4 4 



c 



= 0, 



a pa a^ 
b pb ftg 
C' pc c.^ 



= 



Wenn die Elemente einer Colonne (Zeile) des Systems sich zu- 
einander verhalten, wie die Elemente einer andern Colonne 
(Zeile) j so ist die Determinante identisch null. 
Man findet 
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a a* a* 

b 6» fc» 

c c* c' 

d d« d» 



bcd 


i a 


a* 


acd 


i b 


b* 


abd 


i c 


c' 


abc 


i d 


d^ 



iodem man die ersle Colonne mit al^cd multiplicirt, und die Zei- 
len durch a, 6, c, d dividirt; 

I a 6 c I 11 1 



a 
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b 




b 


c 





a 




c 


b 


a 
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c* 


6* 


1 


c* 


a- 


1 


6« a' 






indem man die 3 letzten Zeilen mit abc multiplicirt, und dann die 
erste Colonne durch abc, die 2ie, 3te, 4te Zeile und Colonne 
durch ay b, c dividirt. 

5. Wenn in einem Svstem von n^ Elementen die Elemente, 
welche symmetrisch zur Diagonale stehn, z. B. a^j^ und aj^,- gleich 
sind oder entgegengesetzt gleich oder conjugirt complex, so haben 
die Determinanten mten Grades von Systemen der Art , dass die 
Zeilen- und die Colonnen-Nummern des einen mit den Colonnen- 
und den Zeilen-Nummern des andern übereinstimmen, 



P « 



^«/ ^ug 



(^,if 



a 



ß9 



(? = 



aga 



«//» 
V 



unter einander einen einfachen Zusammenhang. 
I. Wenn a^, = a,-^, so ist 



P » 



a 



fa ^ga 



a.., agß 



= Q 



(§. 2,3). Insbesondere haben in diesem System, welches sym 
metrisch genannt wird, a,-^ und a^^ dieselbe Adjuncle. 

II. Wenn a^,- = — a,-^ und a,-,- = 0, so ist 



— a 



^/« 



— a 



•/ß 



- ^ga 

- ""gß 



=» [-\rQ 



Bei geradem m ist P = Q. Bei ungei*adem n haben in die- 
sem System, welches nach Cayley Crelle J. 32 p. 119 gauche, 
siiew , gobbo genannt wird, a^f. und a^,- dieselbe Adjuncte. Bei 



§.3, 6. 
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ungeradem m ist P s ^ Q , bei geradem n haben a^j^ und ai^^ 
entgegengesetzt gleiche Adjuncten. 

Wenn fg . . eine Permutation von aß , , ist, so hat man 

(§• 2, 3) 

bei ungeradem m ist also JP identisch nulP). 

III. Wenn a,j^ und aj^,- conjugirt compiex sind und a^^ real, 

so geht durch Vertauschung von V— 1 mit — V— \ die Determi- 
nante P über in Q A. h. P und Q sind conjugirt compiex. Bei der- 
selben Vertauschung bleibt 2 ± a„^ a>y-j . . unverändert, also 
ist diese Determinante real **) . 

6. Wenn die Elemente einer Reihe Aggregate von m Glie- 
dern sind , so ist die Determinante das Aggregat von m Determi- 
nanten. Wenn z. B. a,j == p,- -4- g,- h- . . 



Ä 






9s 



a 



12 



'22 






"12 



»22 



SO ist 
9i 

92 



a 



12 



a 



22 



weü (2) 



Ä =s ttii a„ + flj, «2, + 



Pi «11 + 9i «11 ■♦• 

+ Pa «2, + 92 «21 + 



Die einzelnen Determinanten, in welche R sich zerlegen lässt, 
entspringen aus R , indem an die Stelle der Elemente 



die Glieder derselben 



«11 «21 



Vi Vn 
9i 92 



a, 



m 



u. s. w. der Reihe nach gesetzt werden. Z. B. 



a ^ a' «1 



6' &i 65 



c + c' Ci C2 



a o' a" 



a a^ Oj 



& 61 & 



C Ct c, 



a a a 
6' 6" 
c' c" 



2 

l ''2 

n 



a' 



a« 



6' 6i 6, 



a' a" 
c c' <f 



*) Jacobi Grelle J. 2 p. 354. 
**) Hermite Comptes rendus t. 44 p. 481. Grelle J. 52 p. 40. 
Baltzer, Determ. 4. Aufl. ; 2 
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7. Der Werih einer Determinante wird nicht verändert, 
wenn m^n zu den Elementen einer Reihe die mit einem belie* 
bigen gemeinschaftlichen Factor multiplicirten Elemente einer 
parallelen Reihe addirt"^] 



a 'h pb b c 

0,+ 



pö, &a C, 





a b 


c 




& 


6 


c 


» 


«1 ^i 


Ci 


+ P 


^ 


^ 


Ci 




ö« ^t 


c« 




&, 


ft. 


h. 



(vergl. 3. u. 2.) , wovon die zweite Determinante identisch ver- 
schwindet (§. 2, 4). 



Baitpiela. 



X — a y — 6 



b — X 6' — a? . 



a,a; + b^y + Cj» «i 6, 

• • • • • 

a^a? 4- b^y + c^ä a^ 6^ 

4 X -^a y -^b 
4 a?, — a 1/1—6 
4 ajj— a |/,-6 

4 a — a 6 — & 
4 a? — a y '~b 
4 a^i-a i/i— 6 

4 4 4 

a ^ X a' 
b -^ X b' 



X 
X, 



y 

Vi 



4 a;, 1/, 



a 

X 



h 

y 



* oPi yi 



(vergl. 3) 



a a 

b b' 



+ X 



Wj — U^X ttj — u^x . 



u^-'U^x w, — tt^a? . 



4 





w« 




4 
4 

u. 



- X . 

- a? . 

4 4 . 
a a' . 
b b' . 



4 4 4. 
X a a' . 
X b b' , 



w, — u^x w, — «,a; 



4 U^ Uy . 

0? «, «, . 



a?* «, «, . 



**A 



Die zweite Zeile wird transformirt , indem man die erste Zeile 
mit X multiplicirt addirt ; die dritte Zeile wird transformirt , in- 
dem man die transformirte zweite Zeile mit x multiplicirt ad- 
dirt; u. s. w. 



*) Jacobi Grelle J. 22 p. 374. 
**) Jacobi Grelle J. 30 p. 429. 



§.3, 7. 
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Wenn man in der Determinante nten Grades 



s =s 



c. 



•« 



'n 



die nte Colonne mit a^^i multiplicirt und dann von dieser Co- 
ionne die mit a^, multiplicirte vorhergehende Colonne subtrahirt; 
wenn man auf dieselbe Weise die (n— 1)te, . . Colonne trans- 
formirt, so findet man 



a, . . a^-i S 



a, 



ajOg — Ojfl| 






«iC« — OaCi 



^n— 1 ^» ~ fl^tjCn — 



und daher die Determinante (w— 1)ten Grades 



öj . . ön — i "^ ~ 






ttiCj— ttjCi 



Wenn die Elemente ganze Zahlen sind , so kann die Deter- 
minante ohne Multiplication redueirt werden, indem man einzelne 
Reihen durch Verbindung mit parallelen Reihen transformirt , bis 
dass ein Element ± \ geworden ist*) . 
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Von der Uen Zeile wurde die 3te Zeile 3fach subtrahirt ^ zur 
2ten und 3ten Colonne wurde die Ite Colonne 14fach und SiSfach 
addirt. 
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*} Vergl. Kronecker Berl. Monatsbericht 4866 p. 609. 
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ist durch a+6-f-c-*-d, a— 6— c-f-rf, a— 6h-c— d, an-ft— c— d 
theilbar, also auch durch das Product dieser Factoren. Der 
Quotient ist 1. 

Unter der Voraussetzung 



ax -¥ hy + CÄ 

a'x -♦• b'y + c'z 
a"x + b"y H- c"z 



k 
k' 



findet man 



a h c 




a'- 1' c' 


X = 


a" b" c" 







^ 6 c 


» 


fe' ft' c' 




Ä:" d" c" 



a'x + &'j/ + <^'^ ^' C 
a"a: + &"i/ + c"a 6" c" 

abgekürzt 

(abc)x a= (Ädc) , (a&c)y » (ofcc) , (aftcja ä [abk) 

Wenn Ä , A', k" null sind , so sind entweder x, y, z null oder 

[abc) =0. 

8. Wenn das System die Determinante hat^ so verhalten 
sich die Adjuncten einer Zeile (Colonne) zu einander, wie die 
Adjuncten jeder andern Zeile (Colonne) *) . Die Determinanten 
der Systeme 



a 


b c 


d 


a 


6 c 


Ol 


6, c, 


d. 


«1 


&i C| 


«2 


*2 Cj 


d. 


«2 


^ Cj 



«8 ^3 Cj d, 

werden durch [abcd] , (a6c) bezeichnet , in dem ersten System 
hat a die Adjuncte a, u. s. w. Dann ist 

{acd)a + {bcd)ß s [au »i- bß m d) nach (6) 

s= (aa ^ bß '¥ cy * dd c d) nach (7) 



c,d. 



c^d^ 



nach (2 u. 8) 



{acd)a^ + (6cd)/?i = nach (3) 

Unter der Voraussetzung [abcd) = und [acd] nicht null findet 
man daher 

a : ß =s a^ : ß^ und a : a^ ss ß \ ß^ 
a ß 



«i ßx 



= 



*) Dieser Satz fliesst aus den algebraischen Bemerkungen Jacobi's Grelle 
J. 15 p. 404 und Det. 7. 



§. 3, 9, 



21 



Ueberhaupi sind für das System der Adjuneten 

a ß y ö 

«i ßi n ^i 
«« ft y« ^2 

«. ßt 7% ^t 

alle Determinanten 2ten und höhern Grades null (4). Vergl. un- 
ten §. 7, 2 u. 7. 

9. Indem man Determinanten, welche identisch null sind 
(7) , nach den Elementen einer Reihe entwickelt (2) , erhält man 
Identitäten von vielfältiger Anwendbarkeit. 

i6-c)(a-d)+ (c-a){6-d) + (a-6) (c-dj xs 



6-d h 4 
c— d c < 



Bezeichnet man 



0*) 



a a' i 

b b' 4 
c c' 4 



durch [abc] , so ist 



[bcd] [a—d) 4- (cod) (6-dj + [abd] [c-d] « 

Ferner ist bei beliebigen ap, y, z 



a— d a a' \ 

b^d b b' 4 

c^d c c' K 

d-d d d' 4 



a^x + ft^y + c^z a^ b^ c^ 



Wenn nun 



a^x + b^y + c•^z ä 



Ol &i 



o» h <?& 



(456) 



0« ^« c« 

u. s. w. , so erhält man durch Entwickelung der Determinante 
nach den Elementen der ersten Colonne 

(a34)(456) + (344)(«56) + (424)(356) - (4«8)(456) = 0**) 



*) BtzoüT Equat. algäbr. 4 779 §. 920. 
**) Die entsprechenden geometrischen Sätze hat Monge 4809 abgeleitet 
(J. de r^cole polyt. Cah.H5 p. 68), auf andrem Wege Möbiüs baryc. Cal- 
<;ul §. 4 66 u. 474. Ihren Zusammenhang mit der Lehre von den Doppelver- 
hältnissen findet man angegeben in des Verf. Elein. d. Math. VI §. 7, 42—48. 
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Dieselben Resultate ergeben sich auf folgendem Wege*] . Aus 
den Systemen 



•^11 



. . a 



m 



6i| . . 6 



IM 



®ni • • ^nn 



Kl • • ^ 



MM 



werden 2mal n Systeme abgeleitet, indem man im ersten System 
alle Golonnen der Reihe nach durch eine bestimmte Golonne t 
des zweiten Systems, und im zweiten System eine bestimmte 
Colo'nne k der Reihe nach durch alle Golonnen des ersten Systems 
ersetzt. Die Determinanten der gegebenen Systeme werden durch 
R und S bezeichnet, die Ädjuncten der Elemente a,j^ und b^j^ durch 
a,-^ und /?,jt , die Determinanten der abgeleiteten Systeme durch ^,i, 
ti2j • • und t^ij^, U2j^j . . . Dann ist 

Ul = ^l«!! + ^2l«2l + • • **ijt = Onft* + «21 A* + • • 

Ui = ^li"\2 + *2i«22 -•■ • • **2it = «12^1* + «22/^2^ + ' ' 



folglich (2) 



^lön 4-«wöi2 + . . = 6uÄ 



und daher 

d. i. ti,u,j, + ^,-,tt,;t + . . = ä(6„Aä + ^2i/'2* + . •) 
Durch Composition der Reihen ^,i, ^^ , . . und w^jj., t/2jfc findet man 
also ÄS, wenn k = t, oder 0, wenn k von t verschieden. Z. B. 

(5234)(<678) + (<584)(«678) + (4854)(8678) + (4885)(4678) =r (4234)(5678) 
l (5234)(5478) + (1534)(5278) + (4254)(5378) + (i2d5)(5478) = 

10. Wenn man 



setzt, so ist 



-A;-H) 
k 



R s 



/6\ 6(6-4) . . (6 
\kj "4.2 

• • • • • • 

. /c+2m\ /c+2m+4\ /c+3m-4\ 



/c+2m— 4\ 

(c+2m\ 



*} Sylvester Philos. Mag. 4854, II p. 442 und 4852, II p. 342. 
Brioschi Det. (89) und (68). 



Vergl. 



TN 



§• 3, 42. 
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Denn zufolge der Identität 

er) - rr') - c::;') ' 

erhält man nach Verminderung jeder Zeile um die vorhergehende 

1 A+m+1\ /c+2m-4\ 



/{ s 










Vollzieht man dieselbe Operation an den letzten m— 1, m— 2, . . 
Zeilen , so werden alle Elemente der Diagonale 1 , während alle 
Elemente einerseits der Diagonale verschwinden. Daher ist /{ = 1 , 
unabhängig von c und m. 

• 11. Multiplicirt man in dem System (die leeren Stellen des 
Systems enthalten Nullen) 



B 



«0 ^1 



a„_ 



-^ 



-ÖH- 



H — 2 ^n 



die Zeilen der Reihe nach mit 6o , &i , . . , 6^ , und addirt dann zu 
jeder Zeile die folgenden Zeilen, so erhält man ein System, dessen 
Determinante sich auf ihr Anfangsglied reducirt, so dass 

Daher ist*) 

B = (-4)"{aA + • • + anb„)b,b^ •.&»-, 

Aehnliche Form haben die Systeme, deren Determinanten die 
Nenner und die Zähler der Näherungs-Brttche für einen gegebenen 
Kettenbruch sind. Vergl. unten §. 8, 3. 

12. Wenn die Elemente a^i^ und aj^^ gleich sind , und jedes 
in der Diagonale stehende Element a^^ der Summe der mit ihm in 
einer Reihe stehenden Elemente entgegengesetzt gleich ist, so ist 
die Determinante des Systems null, und alle Elemente haben 
gleiche Adjuncten **) . 



*) Hermite 1849 Liouv. J. 14 p. 26. 
**) BoRCHARDT Bcrl. Monatsbericht 4 859 p. 880 und Grelle J. 57 p. 414. 
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Beweis. Alle Elemente einer Zeile des Systems 



<*oo • • ^9n 



• • • 



^ii» • • ^nn 



verschwinden zufolge der Voraussetzung , nachdem man zu der- 
selben Zeile alle übrigen Zeilen des Systems addirt hat. Also ist 
die Determinante des Systems null. 

Wenn man in dem System, dessen Determinante die Adjuncte 
«00 des Elements a^o ist, 



^11 • • ^1« 



• . 



a. 



zur 2ten Zeile die übrigen Zeilen addirt^ so kommen in die ite 
Zeile die Elemente 



- «M - «02 



— a 



on 



Addiit man nun zur Aten Golonne die übrigen Colonnen, so erliält 
man in der Aten Golonne die Elemente 

Indem man noch die transformirten Reihen voranstellt, findet 

man (3) 



'^..«(-^r' 



'00 



ö»-i,c 



"f + 1 ,0 



a 



no 



<*o,*-i öo,Ä-n 



a 



•n 



= «ik 



13« Die Determinante nten Grades eines aus 2n^i Grössen 
gebildeten Systems 



«0 


»1 • . 


«n-i 


«l 


ct^ • * 


a« 


• 


• • • 


• 


«n-i 


«n • • 


««n-« 



bleibt unverändert, wenn an die Stelle der Grössen die Anfangs- 
glieder ihrer Differenzen-Reihen gesetzt werden*]. 

Beweit. Man bilde aus der Reihe der gegebenen Grössen die 
Reihen ihrer ersten , zweiten , . . Differenzen , indem man jedes 
Glied von dem folgenden subtrahirt: 



*) H. Hankel über eine besondre Classe der symmetrischen Deter- 
minanten. Göttingen 4 864 . 



§.3, 43. 
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"« », 

^11 ^ 



13 






^4 



Subirahiri man nun von der nlen, (w— i)len, . . Colonne des ge- 
gebenen Systems die jedesmal vorhergehende, so erhalt man 



p = 



a, 



■^11 » • • -^l,!! — 



Indem man dieselbe Operation wiederholt an den neuen Golonnen 
vollzieht, 6ndet man 



P SS 



a. 



^.1 



'ti 



• • ^n — 1 

• • -»n — 1,1 



^n — x ^i,n^i ^«,n — 1 • • -^n — i,n — i 



Fuhrt man die angegebene Reihe von Operationen auch an den 
Zeilen des zuletzt gefundenen Systems aus, so erhält man 



0. 




A 


A 


• 


• 


^«-. 


A 




A 


A 


• 


• 


^» 


• 




• 


• 


• 


• 


• 


^n- 


• 

1 


^, 


^n + i 


• 


• 


^2n-« 



P =s 



was zu beweisen war. 

Wenn insbesondre aj^ eine ganze Function mten Grades von 
k mit dem obersten Coefficienten 4 ist, so bilden wie bekannt die 
Grössen Oq , o^ , 02 , . . eine arithmetische Progression mter Ord- 
nung^ und die Glieder ihrer mten Differenzen -Reihe haben den 
gemeinschaftlichen *Werth J^ s 4.S...m, weshalb J^^^j 
^iii+j7 • • verschwinden. Wenn nun w— 1 = m, so wird (3 und 
§. 2, 3) 

fw(m-t-i) 
P s (-<) « (4.«.. .♦»)"•*» 

Während P verschwindet, wenn n-^i <m. In beiden Fällen 
können statt der Grössen a^, o^ , 02 , . . auch die Grössen a^ , 
^i+i > ^t+2» gesetzt werden. 

Wenn z. B. c eine beliebige Zahl ist und 



SI6 



§. 3, 43 



so hat man 



m J 4.2 ... m 



__ /c+fc-|-m\ ^ (( 



(c+fc+4) 



\ m ) \ m ) ' ' \ m ) 
\ m ) 



( 



c+2m\ 
m / 



er) 



m(m + i) 



(-<) * 



14. Partiale Differentiale einer Determinante. 
Wenn unter den Elementen des Systems nur a^^^ sich ändert, so 
ändert sich in der Determinante R nur das Product a,-^ or^j^, und 
von diesem nur der erste Factor. Also ist*) 

Wenn unter den Elementen, welche a^^ enthält, nur a^g sich 
ändert, so ist das Product 

das Aggregat der Glieder von a^j^ , welche das Element a^^ ent- 
halten, und 

das Aggregat der Glieder von Rj welche die Elemente a^j^, a^g 
enthalten. U. s. w. 

Demnach sind adjungirt (§. 2, 5) 






und 



d«Ä 



und 



ba^fbüßg . . 

unter der Voraussetzung, dass a^/^ o^^ . . agi ttfj^ 
Determinante R ist. Daher hat man 



ein Glied der 






d*Ä 



öo^jfcöa. 



u. s. w. 



rs 



Wenn die Elemente des Systems nicht alle von einander 



*) Jäcobi Det. 6. 10. 



§. 3, 15. 
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unabhängig sind, z. B. aj^i ss «a,-^, so ist 



dA 



8 



«lA 



«i* + ««*• 



Wenn a^,- = a,-;^, so ist «ft,- = a,jfc (5), daher*) , 

Wenn a^^,- = — a^., a,-,- = 0, und n gerade, so ist «j^,- = — a,j^. 



bai 



ik 



= 2«,.;fc 



Bei ungeradem n sind die Determinante und ihre Differential- 
coefficienten identisch null. 

15. Differential einer Determinante. Wenn alle 
Elemente des Systems sich ändern, so ist das vollständige Differen- 
tial der Determinante **) 

bR 

as Z'«iida,i + 2ai^ da;^ + . . (««4,4,.,) 



dR 



döj, «22 <*23 



«11 rf«12 «15 



«21 <^Ö22 «28 



o»i da„ 



a 



»3 



die Summe von n Determinanten, die man aus R ableitet, indem 
man die Elemente je einer unter den parallelen Reihen durch 
deren Differentiale ersetzt. 



Beispiele. 



V Ä 



d 



M 

N 



N^dv = 



dM M 

dN N 



Ä = -T ± a,, . . a^^ 



dM M ' 

dN N 

d^M M 

d^N N 

a 26 c 

a 26 c 

6 Sc d 

6 %c d \ 



*) Jacobi Grelle J. 42 p. 20. 
**) Jacobi Det. 6. 
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»«t 



ÖÄ bR da,, ÖÄ da„ 

ha 5aj7"5ä^ So^Ta " " 

bR bR da,, ÖÄ da„ ^öo^, bR da„ 

56 da,, bb öa,, Ö6 da,, 06 da«, d6 



«s 



dA 



+ ff,, •!- « 



de 



s= «I, + «t, 

dA 



2« 



42 



8«i. + 2«« 



«„ + cf 



44 



Wenn du = Widac h- U2dy j du^ = t/^ido; H- u^^dy^ . . , und 
wenn, nachdem u einen constanten Werth erhalten hat, dy = y'dx, 
dy' = y^'cte ist, so findet man 



1/' = 



-^1 



Vv" 



M,V'<i^ « 


u, du, 
tt, du. 


= 


«, + W, 1/' M, 




tt, t*,i + tt„2/' w„ 


— 


tt, w„ + tt 


«!/' <*« 





U, Uu 



■ «*12l/ 

u, u„ + u„i/' 



dx 



u, u, 
u, u„ u„ 

tt, «„ tt„ 



Die Determinante eines Systems, dessen Colonnen n gegebene 
Functionen von o; und deren Ue, 2te, . ., (n— 1)te Differential- 
coefficienten sind, ' 



R 



Vi Vn 



2/i,n — i 



Vn Vni • • yn,n — \ . 

hat die Eigenschaft, mit y^ multiplicirt zu werden , wenn man die 
gegebenen Functionen durch ihre Producte mit einer beliebigen 
Function y von x ersetzt*) . 



ViV {yxy)i 



ynV (i/*a/)i 



(l/i2/)n-i 



(ynVln - 1 



Vi Vn 



yn ym 



yi ,n — I 



l/n,M — i 



Denn es ist nach der Regel für die Differentiation eines Products 

(i/ti/)i = yiiy + yiy'f (i/ii/A * y^y + *t/ni/' + yiy"» • • 

also die gesuchte Determinante eine Summe von Determinanten 
(6) . Die erste derselben ist theilbar durch ^, die übrigen sind 

null (4). 

Wenn man in dem gegebenen System die Elemente der n— 1 
ersten Colonnen durch ihre Differentialcoefficienten ersetzt, so wird 



*) Hesse Grelle J. 54 p. 249 und Christoffel 55 p. 298. Yergl. Frobenius 
Grelle J. 77 p. S45. 
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die Determinante null. Also ist^) 

Vi Vn ' • yi,n — 2 Vm 
an 

dx 



• • 



Vn Vni ' • l/n,n-2 VfM 

Sind tl, ^2 ) • • ) ^n ^^^ einander unabhängig, und 



Ä. 



n — 1 



2 2 * * 



• • • • 






so findet man 





1 2(, . . 


(«-i)«."-» 






2 2 * * 

» • • • • 


• 


• 




^ tn C .. 


<«"-' 






4 2ti 


.. («-<)«,"-' 




• « • 


• • • 

.. (»-i)<,_."-' 




< «» <«' 




— 1 



Ebenso ergiebt sich 

-f'M nt,)-tj'{t,) .. (»-0*.»— ««,)-<.»- 'm) 

• ■ • • • 



*2 






§. 4. Entwickelung der Determinante nach den Subdetermi- 
nanten einer Combination paralleler Reihen. 

1. Wenn man die Subdeterminanten der iten Zeilen-Combi- 
nation mten Grades (§. 2, 4) p,i j Pm • • j Piii mit den Adjuncten 



*) Malmsten Grelle J. 39 p. 94. 
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der entsprechenden Subdeterminanten der ki&o. Zeilen-Gombination 
9k\j 9k2} * '* 9ku componirt, so erhält man entweder die Determi- 
nante R des gegebenen Systems oder 0, je nachdem k = /oder 
k von t verschieden. Dasselbe gilt in Bezug auf Colonnen-Combi- 
nationen. Vergl. §. 3, %*). 

Beweis. Die Glieder der Determinante R enthalten von der 
tten Zeilen-Combination die Elemente entweder der 4ten Colon- 
nen-Combination, oder der 2ten, oder der 3ten, u. s. w. Nun 
sind die Glieder der Determinante , welche die Subdeterminante 
/)^-^ enthalten , in dem Product'p,-;^ g,-;^ vereinigt (§.2, 5). Also 
umfasst die Summe 

alle Glieder der Determinante, jedes einfach. Demnach ist 

Pki Qii + Pk^ Qi2 + • • + P*^ Qifi 

die Determinante des Systems, welches aus dem gegebenen System 
dadurch abgeleitet wird, dass man die xte Zeilen-Combination durch 
die A*te ersetzt. Die Zeilen dieses Systems sind nicht alle von einan- 
der verschieden, also ist die Determinante desselben identisch null. 

Die Summe p^x g,i -h P»2 ?»2 -f- . . hat jum!(n— m)l = n\ 
Glieder, weil 

n\ 



-C) 



ml {n—m)l 



Beispiel. Durch Entwickelung nach den Subdeterminanten 
der beiden ersten Zeilen des Systems findet man 



«l 


ö« 


«. 


«4 


ftl 


b. 


ft. 


^ 


Cl 


C2 


c» 


c* 



dl d^ d^ d^ 

12|34 + 23 I U 4- 34 {24 
+ 34M2 -I- U |23 -I- 24 1 34 



wenn 42 | 34 s 



«1 o, 
öl h 



c, c, 

d, d. 



u. s. w. 



*) Caucht 1. c. p. 400. Der erste Theil dieses Satzes ist in einem all- 
gemeinern Satz enthalten, welcher der LxpLACE'sche Determinanten- 
satz genannt wird. S. unten (6). 



S- *, « 
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a. 



6, 6. 



o. a. 



e. 



42 I 345 + S8M45 + 34 | 425 4- 45 | 423 

+ 43 I 425 + 24 I 345 -I- 35 | 442 

4- 44 I 235 + 25(484 
+ 45 I 243 



wenn 42 1845 





C, C^ Cj 


6. 6, 


". <»4 <*. 




e, 64 6, 



u. s. w. 



2. Wenn das System in m Zeilen n~-m Colonnen Nullen hat, 
so ist seine Determinante das Produci einer Subdeterminante mten 
Grndes mit ihrer Adjunete. Wenn das System in m Zeilen mehr 
als n — m Colonnen Nullen hat, so ist seine Determinante *) . 

a Ol 0, 
& 6i 6, 
c Ci c, 

d (i| d, dg d^ 

6 Oy 6j 6j 6^ 

Die übrigen Subdeterminanten der 3 ersten Zeilen sind null. 

a a, 
& 6j 



a 


«1 


«a 




<*. 


d. 


b 


^ 


^ 












«i 


«4 


c 


«i 


c. 






• 



c Ci 



d d, d, d, d^ 



e 0, 



6. e. 



s 



Alle Subdeterminanten der 3 ersten Zeilen sind null. 



Beispiel. 



a c c' 


a' 




b d d' 


b' 




b' d' d 


b 


■™ 


a' c' c 


a 





c »i- c' c' a' 



6 + d' d-hd' d' b' 
y+ b d'-^d d b 



c'+ c 



c a 



*} Jacobi Det. 5. 
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a-i-a' c+c' 



<j«d' 6-6' 



c— c' a^a* 



6+6' d+d' d' 6' 

d-d' 6-6' 

c^c' a^a' 

3. Die Determinante 

4 ß ß' ßß' 
4 y y' yy' 

nach den Subdeterminanten der ersten beiden Colonnen ent- 
wickelt giebt 

{a^ß)[y-^y'^' + . . + (y-<r) («-/?)«'/?' + . . 
= Aia'd'-k-ß^y') + B(/?'«r'+ «'/) + C(y'J'+ a'/?') 

wenn man 

setzt, wobei ^ -f- Ä ■+• C = (§.3, 9). Daher ist 

Ä =s A[a'6''¥ ßy- y'<r'- «'/?') - B(/(r'+ «'/?'- /j'j'- «yi 

a Ä{y^ a'){fi'^ <r') - B(/9'- y')(«'- <r') « '^b'- .i'b 



B B' 


^ 


c c 




A A' 


C C 




A A* 




B B' 



weil auch A'-^ Ä'-f- C =s 0. Insbesondere ist 



< 


a a' aa' 




4 


ß ß' ßß' 


^ 


4 


7 y' yy' 


• 


4 


a' « a«' 





1 a A4'«' aa' 



4 a ce+a' an' 



«'— a 



= («'- «) 



=s («'- «)S 



4 /J /?+/?' /?/9' 
4 y y'^y yy* 
\ «' a'\'a' ««' 

1 a + a' ««' 
1 /?+/?' /?/?' 
1 y+/ yy' 

Die Determinante S hat die Glieder 

ßy'iy-ß') + y«'{«-y') + a/Sff/^'-y+y-«') 

+ /?>(/- /J) + y'a(o'- y) + «'/?'f^ - /■♦- /- «) 

welche wie folgt vereinigt werden 
so dass 



*) Catlet Philos. Trans. 1858 t. 148 p. 436. 
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Durch die Gleichung it=:0 wird die Collinearität (Homo- 
graphie) der entsprechenden Quadrupel aßyd, a*§!y"S (Puncte 
eaner Geraden , Gerade eines planen Büschels , £benen eines Bü- 
schels) ausgedrückt, während die Gleichung S=: die Involution 
der Paare aa', /?/?', yy bedeutet. Vergl. Chasles G^om. sup. 
1852 w« 21 8. 

4. Die Deternainante (wi-f-njten Grades 

Oll 



A s 








1,1 



a 



n\ 



«If» 


^, 




*in 


tt 


• 




• 


O-wm 


^«M 









*.. 




6,. 


« 


• 




• 





\m , 






^m + 1 ,»» 


^IW + l,! 




^W + 1 ,19 


• 


• 




• 


«wn 


^ni 




^nn 



deren Elemente e^x • • ^n» ^^ bestimmt werden, dass e,jt den Werth 
1 oder hat, je nachdem i und k gleich oder ungleich sind, wird 
nach den Subdeterminanten der m ersten Colonnen entwickelt, 
kidem man aus m Zeilen derselben die Subdeterminante mten 
Grades bildet 

^ = 2" ± tty I «^ . . 

Um ihre Adjuncte B zu finden, stelle man die die Elemente a 
enthaltenden Zeilen f^g, . . voran an den Anfang des Systems, und 
dann ebenso die die Elemente 6 enthallenden Colonnen f , g , . . 
voran nächst der /nten Colonne. Hierbei hat die Determinante R 
keinen Wechsel erlitten , und in jede Stelle des Systems, welche 
ein Element e mit gleichen Nummern enthielt, ist wiederum ein 
solches Element eingetreten. Also ist die gesuchte Adjuncte B 

X ± b^f h^g . . errCgg ., 2:± 6,^ 6,^ ..(§.3,3) 

Demnach ist (1 ] Jß = ^ AB eine Summe, deren Glieder da- 
durch entstehn , dass man für f, g. . . alle Gombinationen von m 
verschiedenen Nummern der Beihe 1, 2, . . , n setzt. 

5. Aus den Systemen 



a 



11 



a 



in 



bn 



^n 



a 



ni 



a 



nn 



"»1 • • ^nn 



werden 2mal fi Systeme abgeleitet , indem man im ersten System 



Baltzer, Determ. 4. Aufl. 



3i §. 4, 5. 

alle Colonnen-CombinatioDen der Reihe nach durch eine bestimmte 
Colonnen-Combination / des zweMen Systems, und im zweiten 
System eine bestimmte Colonnen-Combination k der Reihe nach 
durch alle Colonnen-Combinationen des ersten Systems ersetzt. 
Die Determinanten der gegebenen Systeme werden durch R und 
^» bezeichnet; die Subdeterminanten durch /),jj. und p',jfc, ihre Ad- 
juncten durch q^j^ und q' ^f^ , die Determinanten der abgeleiteten 
Systeme durch t^^ > ^^) • • und u^i^j u^ki - • • Dann ist 

Ä = P^k Qih -^ P*h ^'ih + • • -^^ = P'ih »'lÄ + P'th Q\h + • . 

^i = P'ii 9„ + !>'«• 9.« ■♦• . . «1* * Pii <?'i* + Pn Q\k + • • 

Ui = P'lt (/H + P\i 9-2i + • • «2* « )>12 Q\k + P«« «'«Jfc + • • 



folglich (1 j 



UiPm + '«Pn + •• -P\i^ 

hl Pix -^ ^itPit + • • -P\i^ 



und daher 

^i(Pii9'iA+p,,f/,x +..)-*- ^•«(Pl« 9'iA + Pm ^'sÄ- + ..) 

Durch Composition der Reihen ^,|, ^^-2, . . und i/|/,., 1/2 jt 7 . • findet 
man also flS, wenn k = /, oder 0, wenn k von / verschieden*). 
Z. B. aus den Systemen 



öl 


02 


«3 


«4 


«5 


a« 


«r 


0. 


^ 


K 


«'s 


^ 


\ 


fr. 


fc, 


*. 


<^i 


' ^2 


C» 


C4 


^» 


c« 


'^T 


^. 



(f, djj rfg d^ d^ d^ d, dg 

findet man, wenn die Determinanten t und u durch die Colonnen 
der Systeme bezeichnet werden, 

5634.1278 -t- 5264.1378 -I- 5236.1478 + 1564.2378 -I- 1536.2478 

-t- 1256.3478 = 1234.5678 

1278.5634 -¥ 1628.5734 -h 1672.5834 + 5128.6734 -4- 5171.6814 

4- 5612.7834 sr 5678.1284 

1278.5612 4- 1286.5712 + 1267.5812 » U. S. W. 

6. Die Delerminante Ä = -i' ± a^ . . a„^ kann auch durch 
eine Summe von Producten mehrerer Subdeterminanten darge- 
stellt werden**). 



♦) Sylvester. Vergl. §. 3, 9. 
**] Vandermonde i. R. p. 524. Laflace I. c. p. 204. Jacobi Det. 8. 
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Man wSihle eine Gombination von a Colonnen /p . ^ ^^^ ^^^ 
übrigen eine Gombination von ß Colonnen ik . . , aus den übrigen 
eine Combinaiion von y Colonnen p^. . , u. s. w., so dass 

n •¥ ß •¥ y •¥ ' ' ^ n 

und bilde von diesen Conibinntionen die Subdeterminanlen aten, 
ßien , yten , . . Grades 

.4 = 2" ± a^^a^y .. 



B ^ Z±a, 
C = 2:±a, 



ii-^ß + x,p ^u-¥ ß •*• 'i,q • ' 



u. s. w. , dergestalt dass 

ein Glied der Determinante R ist. Dann umfasst die Summe 
:SABC., von 

Gliedern (welche entstehn , indem man alle Colonnen-Combinaiio- 
nen bildet , alle Glieder der Determinante fl, jedes einfach. 



§.5. Besondere £ntwickelaugen von Determinanten. 

1. Die Determinante t?ten Grades 



«ii+- «.2 



'IS 



F(s) = 



a. 



2 t 



a.^.,'h3 a 



23 



a 



31 



(h 



3'i 



Ö33 + 3 



ist eine Function nten Grades der Variablen z , von welcher die 
diagonalen Elemente des Systems abhängen. Der Coefficient von 
js'* ist 1 , das constante Glied ist Jf^(O) =^±:an ..«nn- ^™ d^*^ 
Coefficienten von 5"* zu finden , bilde man das Product der adjun- 
girten Subdeterminanten mten und (n— m)ten Grades 



üff-hz a 



Vf 



a 



Bf 



Jg 



a 



"sr 



««, + - 



welches die Glieder von F(z] 



^t» 



O'rr ^rs 



««/• (iss 



./>< 



H 



n — m 
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enthalt. Der gesuchte Coefificient wird durch die Summe SB^^^ 
ausgedrückt, deren Glieder allen Combinationen (n— iw)ten Gra- 
des rs. . der Nummern 1 . . « entsprechen. Daher ist*) 

F(z) = Ä„ + zZR„_^ + z^ZR^^^ + ..+,« 

Beispiel. Wenn 7i=4, und rt^, ^±ai|a.22, .. durch 1, 12, .. 
bezeichnet werden , so ist F{z) 

= 1234 •¥- [123 -I- 124 -t- 434 -I- 234] z 
+ [12 + 13 + 14 ■♦- 23 ■♦- 24 + 34] 3« + [1 + 2 + 3 + 4] z* + z* 

2. Die analoge Entwickelung von 



u = 



a—u b c 



ergiebt 



zT — Mff — w'^' — «"/' + «Va ■♦- uu"V + ««V — ««'«" 



wenn 



.^ = 



a b c 
a' b' c' 



a" b" c" 



und or, j^, /' die Adjuncten der Elemente a, 6', c" in ^ bedeu- 
ten. Unter den Voraussetzungen 

w = w + 6 + c , w' =s a' ■♦- ^' + c' , w" «r a" + 6" ■♦- c" 

verschwindet IJ (§..3, 7) und man hat 

nach cyclischer Vertauschung der Golonnen, bei welcher J das 
Zeichen nicht wechselt (§. 1 , 5) . Daher ist 



uu'u" 



= 1 



a 
u 



6[ 



c 



tt 



a 



n 



U 



ff 



u'u" 






wovon die 3 letzten Glieder wiederum zerlegt werden können**}. 

3. Die Glieder der Determinante R ^^ 2±a^^ , . a^„ enthal- 
ten von den Elementen der Diagonale entweder alle w, oder w— 2, 
oder n— 3, . ., oder 1 , oder keines. Um die Glieder von R zu 



*) Jacobi Grelle J. 12 p. 15. 
**j Vergl. Jacobi Grelle J. 5 p. 350. 
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finden, welche m und nicht mehr diagonale Elemente enthalten, 
bilde man das Product der adjungirten Subdeterminahten mten 
und (n— w)ten Grades 






'rs 



a 



»r 



a 



SS 



Der erste Factor hat das Glied a^r agg . . , der andre Factor wird, 
nachdem man seine diagonalen Elemente durch Nullen ersetzt hat, 
durch />n-m bezeichnet. Daher werden die gesuchten Glieder 
durch die Summe 

ausgedrückt, deren Glieder aus allen Gombinationen mten Grades 
fg, . und den zugehörigen Gombinationen (n— m)ten Grades rs . . 
der Nummern 4. .n gebildet sind*). 



Beispiel. 


Wenn 

















«12 


«18 


«14 






«21 





«28 


«2« 






«81 


«33 





«84 






«*i 


«« 


«48 






durch (1234) bezeichnet wird, u. s. w. , so ist 



a 



II 



a 



M 



Ul 



a 



4« 



= «11 «22 «83 «44 + «11 «22 W ^^ «11 «38 W + «11 «44 (23) 

+ a.,2 a33 (14) -k- «22 a,4 (13) + a„ a,^ (12) 
+ «11 (234) + o„ (134) + a„ (124) 4- a^^ (123) ■♦- (1234) 



4. Die Anzahl derjenigen Glieder der Determinante 

/l = -T ± a„ . . «„„ 

welche diagonale Elemente des Systems enthalten , wird wie folgt 
gefunden. Die Formel (3) 

hat (n^m)\ Glieder, welche Glieder von H sind und m und mehr 
diagonale Elemente enthalten. Man bilde nun aus allen Combina- 
tionen mten Grades fg,, und den zugehörigen Gombinationen 
(n—m) ten Grades rs . . die entsprechenden Formeln und durch 
Addition derselben die Summe S^ . Diese Summe hat 



*) Cayley Grelle J. 88 p. 93. 
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Glieder, welche Glieder von R mit m und mehr diagonalen Ele- 
menten j aber nicht alle von einander verschieden sind. Denn ein 
Glied einer der addirten Formeln , welches k und nicht mehr dia- 
gonale Elemente enthfilt, kommt in f j Formeln einfach vor und 

hat in S^ den Coefficienten ( J . 

Ein gegebenes Determinantenglied mit k und nicht mehr dia*^ 
gonalen Elementen hat in dem Aggregat von k und JUßhv ^pQini^p 
51—82 + 83— • • den Goefficianten 

(f)-a)-a)---'-™"'-(*)HJ)- 

Demnach entbült das Aggregat der n Summen Sj — S2-HS3 

kein Determinantenglied ohne diagonale Elemente, 9bßV alle De- 
terminantenglieder mit 1 und mehr diagonalen Elementen, jedes 
einfach. 

Wenn man entsprechend die Gliederzahl von Sj vermindert 
um die Gliederzahl von S2 ? vermehrt um die Gliederzahl von 83, 
u. s. w. , so behült man die Anzahl der Determinantenglieder mit 
diagonalen Elementen 

n ! n ! n ! 

- — — -I- — — . . 

und findet die Anzahl der Determinantenglieder ohne diagonale 
Elemente 

Weil 

e ^ SS 4... + .1 '— + i i + . . 

so ist xp^ bei ungeradem n die ganze Zahl des Quotienten n! : e, 
bei geradem n die nächsthöhere ganze Zahl. 

Zur roeursiven Berechnung von i/;„ hat man 

und durch Addition von ipn= nifj^^^i -h (—*)'* 
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Aus 1^1=0, f^2=^ findet man «^3=2, t/:4=9, 1^5=44, 1^^=265, 
u. s. w. 

Wenn man in der £ntwickelun^ der Deierniinante R nach 
4^9 diagonalen Elemenlen (3) die einzelnen Glieder zählt , so er- 
hält man direct die Recursion 



•^n + (nli) •''»- 



(0 



ifj^ + 1 = n : 



ui|d kann ^„, nachdem man /i*~1 , n— 2, . . für n gesetzt hat, 
aus dem aufgestellten linearen System berechnen*]. 

5. Wenn R ^s 2 dt a^ . . a„„ und a,-^ dem Element a^i^ ad- 
jüngirt ist, so kann die Determinante 8 = J^ + ^loo ^ii • • <inn ^^^ 
um den Rand «no • • ^0 • • ^n vergrösserten Systems nach den 
Elementen des Randes entwickelt werden**) 



s = 



ö.« «Ol «02 



®l» «II «12 
«»• «81 «W 



= «0,/? - 'i'aie«»*«iA (i, fc = 1, 2, 



Die Glieder yon 8 , welche das Element «00 enthalten , wer- 
den durch a^QjR ausgedrückt. Wenn die Subdeterminanien des 
vergrösserten Systems 



«00 «0* 

«iX) «»* 



und Q 



«/r «/8 



adjungtri sind, so ist «oo^i/tQ Ausdruck der Glieder von 8, welche 
die Elemente a^Q , a,j^. enthalten , folglich a^-j^ Q Ausdruck der Glie- 
der von Rj welche das Element a,-^. enthalten, d. h. Q = a^^, und 
— a,Q Oqi. a^jg Ausdruck der Glieder von 8 , welche die Elemente 
des Randes a^o, Oq/^ enthalten. U. s. w. 



*] Die Zahl t/^„ ist in der 3. Auflage dieses Buchs 1870 direct und 
recursiv hestimmt worden. Vergl. den Aufsatz des Verf. in den Leipziger 
Berichten 1873 p. 584. Eine andre Auszählung hat J. Weyrauch Grelle 
J. 74 p. 273 mitgetheilt. Der recursive Ausdruclc für i/^m + i i^t direct auf- 
gestellt worden von Monro Messenger of Math. 1872 p. 38. 
**) Cauchy i, c. p. 



1 



10 
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Baitpiela. 



a r g h 

r b ^ 

flf' c 

h' d 



SS abcd —fr cd — gg'bd — hk'bc 



Unter den Adjuncten der Elemente des kleinern Systems sind nur 
die der diagonalen Elemente nicht null. 



X, 



e 





a« 



X, 



— X, 



«3 



X, 



— aj. 





x. 



a^ -¥ u, 



o. 



a, 



x. 



a. 



X, 



OP. 



X. 



— X. 



— a;. 



— x. 



x, 









X, 



«4 




X. 



= (Oi + a?|} j/j^x^Xf 4- a^x^x^x^ + a^aSiX^tTf + a^x^x^^ 

= x,ajaa;,a;, (14- Tf + :r + :r + :r) 

\ X^ Xm Xm X^ß 

Die letzte Zeile des gegebenen Systems wird um die vorhergehen- 
den Zeilen vermehrt, die vorletzte desgleichen, u. s. w. Im trans- 
formirten System vsrird die erste Zeile von den folgenden Zeilen 
subtrahirt. Wenn Xi s a?2 = • ' = a; , a^ + o^ + • • =s 6 ^ so ist 

die Determinante x^l\ h Y 

6. Wenn a^i ä a^^y so ist a^^ = a^^ (§. 3, 5) , folglich 

so dass für i die Nummern 1 . .n^ filr iA: die CombinationenSten 
Grades derselben Nummern gesetzt werden. 



Beispiele. 



a 6 
a c 
6 c 



s 2a6c 



a h g 
h b f 
ff f c 



= aöc - «/•* - bg* - cä'* + «^grh 



In 



bf 
fc 



haben b j c, f die Adjuncten c , 6 , — /*. 



§.5, T. 



14 



«T + ft'flf' + c»Ä» - %abfg - %acß - iftcgrÄ 



Q a b e 

a h g 

b h f 

c g f 

= - iVäf + l/6s^ + Yck) (- l/a/- + >^65r + ]/c 
X (l/a/" - Vbg + VcÄ) ( l/ö/' + ^bg - }/ci) 





a h g 


l 










h b f m 


» Äd - i*o' - w'6' - n*c' 




g f c n 


— amti/"' — J/n^f' — 2(m 




l m n d 


• 


wenn die Adjuncten der Elemente a, h, . , in 




a h g 




As 


h b f 
g f G 




durch a', ä', . . bezeichnet werden. 


7. Wenn Ä == JS ± a^ . . a^„ = , so ist 




«11 «1* 


= (§8,8) 




S ^S± 


«w 


«11 •• 


««n « - -2* 


«i« <»•* «•* (5) 



und demnach unter der Voraussetzung, dass a^ nicht null ist, 



(«10 «11 + a««ii + • •) (a»i «II + «M«u 



"!• 



»U 



<»«• ««2 






^ 



Die Factoren des durch 8 theilbaren Products sind den Adjuncten 
der. Elemente Oqi und o^q in «S entgegengesetzt gleich, während 
«ii die Adjuncte der Subdeterminante Oqo «h — %! »lo ^^t. Vergl. 
§.7, 2. 

Wenn insbesondere ^^ = a^j^ , mithin a^^, = a^ , so ist 



«ii5 = - (-2'aw«iir= - 



«10 «13 
«M «M 



*) Vergl. HtsssE CreHe J. 69 p. 349. 



il 



§• 8, T. 



Vermöge der IdentiUit or,, Oj^j^ =s ^i^ (§. 3, 8) ist zugleich 

S = - 2*«,, /«.-^ 2-«,^ ^«^^ = - (2-ai, /«iJ» 

wobei die Wurzeln eindeutig so bestimmt sind , dass das Product 
}/of^j y« Ä/k den Werth a,jt hat (nicht — a^jf] . 

Hieraus fliesst ein wichtiger Satz über die quadratischen For- 
men. Die quadratischen Formen 



tt.= SaiftXiX^ 



V = ^ftif-y^yf, 



Hi = <»«A 



heissen adfungirte Formen, f{ =s ^ ± a^ 02^ . . heisst die 
Determinante der Form u (§. 2,5). Unter der Voraussetzung 
/) =: ist 



«„ f = JT«;, y,)- 



2/1 


«l» 


«1» 


v« 


«21 


a«. 


y^ 


««2 


»»» 



Wenn die Determinante einer quadratischen Form 
null ist, so ist die adjungirte Form das Quadrat 
einer linearen Form*l. 



8. l. Wenn uy, = — a,^, «„ = 0, /< = -3 ± Oj, .. a„„ 
geraden Grades, Ä' = ^ ±: 022 . . ««» ungeraden Grades, und 
wenn die Adjuncte von a^^ in B! durch a,-^ bezeichnet wird, 

so ist (7) 

mithin V/{ eine lineare Form der Elemente einer Zeile oder einer 
Colon ne. Bei n = 4 ist ya^i rational , also yR ein rationales 
Aggregat von 3 Gliedern ; bei w == 6 ist ya^ rational , also yR 
ein rationales Aggregat von 3.5 Gliedern ; u. s. w. Daher ist yR 
ein rationales Aggregat von 



I . 3 . Ö .. (H — Ij = 



M : 



.'■ (i 



ii')' 



*) Diess ist von Salmux 1859 (Lessons n*. 154) auf anderem Wege ge-. 
funüen worden. Vergl. Serret Algebre t. 4 p. 55#. Hf;3Sii 1, c. 
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Gliedern. Jedes Glied von yR ist ein Produet von y^ Etemen- 

ten^ deren Nummern alle von einander verschieden ßiad. Ins- 
besondere ist a\2fhi ' ' ^n— In ^^^ Glied eines Werthes von yR, 
weil 

in 

ein Glied von R ist; denn aus den Golonnen-Nummern 2143 . . 

wird durch yii Vertauschuogen von Nachbarn die Raihe 4S34 . . 

erhalten. Der Werth von |/fl, welcher das €rlied «12034 • • ö^n— 1,» 
(nicht das entgegengesetzt gleiche) ealhSllt, wird durch 

y= (4 , 2, .., n) . 

bezeichnet"^). " 

II. Bei Vertauschung von zwei Nummern der Elemente wech- 
selt / das Zeichen. Wenn durch a^f^B die Glieder von /be^EeJcb- 
net werden, welche d^s Element a,j^ enthalten, so ist B aus 
solchen Elementen gebildet, deren Nummern von t und k ver- 
schieden sind. Bei Yertauschung von / und A: geht / über in /', 
a^i^B in aj^^B d. i. — a,jj.Ä', während P d. i. R zweimal das Zei- 
chen wechselt (§. 2 , 3] , also unverändert bleibt. Zufolge der 
Identität fl^J''^ sind aber /und /' nicht gleich sondern entgegen- 
gesetzt gleich , weil ihre Glieder a^^B und —a^kB entgegengesetzt 
gleich sind. 

III. Unter der Voraussetzung 

/■«w= (-1)M2, ..,i-1, i+4, .., n) 

oder nach * — 2 cyclischen Vertauschungen 

yau = (f+4, .. , n, J, .. , f-^) 

findet man ya^^ y^^kk ^ ^ikj ^^^ ^^^'* recursiven Berechnung der 
Formel J 

(4 , S , . . , n) = Oj, (8 , . . , nj + a», (4, . .^ «,«)-•-•• + a,,, (2 , . . , n - 4) 



*] Jacübi Grelle J. 2 p. 354, 29 p. 236. Cayley Grelle J. 32 p. 4 49, 88 
p. 95 f 50 p. 299. Die Formel J ist von Jacobi zum Gebrauch beim Pfaff - 
sehen Integrationsproblem construirt, von Cayley mit dem Namen Pfaffian 
belegt worden. Die Eigenschaften derselboH sind von Jagobi ohne Beweis 
und ohne die von Cayley bemerkte Relation PssR mitgetheilt worden. 
Vergl. Scheibker Leipz. Berichte 4859 p, 454, VELTMA^^' ScblOmilch Zeit* 
Schrift 4874 t. 46 p. 546. 



u 
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Beweis. Die Glieder des Products |/o^,- j/oj^a; ^*"^ ^^^ ^^^'^~ 
dem von a,j^ der Reihe nach entweder gleich oder entgegengesetzt 
gleich , weil a,-^ a^j^ = a,-^^. Das Product 

geht durch eine bestimmte Menge von Zeichen wechseln über in 

(fc, p, q, r, .. , tt, rjfp, ^, r, s, .. , v , i,, 

wenn durch />. qf. r, 5, . . , w, r die von 1 , /, A* verschiedenen 
Nummern der Reihe 1 bis n bezeichnet werden. Durch dieselbe 
Menge von Zeichenwecbseln geht 



«•*-(-«)•** 



a, 



n 






«4,*-.i <»M + i 



über in 



«Äp «Aj «Ar 
''pi» ''p? ^pr 
^9P *W '*«'■ 



*»p ^vq ^vr 



Hi 



a 






a 



üt 



Das Glied jenes Products 

^kp ^qr ' • ^uv * ^pq ^rs ' * «ri 

stimmt mit dem Glied der Determinante 

f^Ap <^pq ^qr • • «e» 

auch dem Zeichen nach. 
Baitpiele. 

JT ± a„ . . a,, « (1, 2, 3, 4}« 
(t , 2 , 3 , 4) = a,2 ^34 + a„ a^, + ai4 a„ 
-2'± «11 . . a„ = (1 , 2, .. , 6)' 
(1,2, .., 6) = ai, (3, 4, 5,6; + «13(4, 5, 6,2) -»-..+ ai,(2, 3, 4,5) 

= ^12 «34 »5« -^ «12 «35 «M ■♦• «li «3« fl« 

+ «13 «4» O».' •*" «U «4« «2» + «U «4» «« 

+ «14 «5« <»M ■•^ «14 «»S «36 + «14 «ÄS «M 

+ «15 «•« «34 + «15 «63 «43 + . «14 «64 «M 



+ «1« «33 «4» •*" «I« ««« «M + «16 «« «»4 



§. 5, 9. 



«S 






a 


b 


c 


a 





f 


tf 


h 


-/ 





d 


c 


— c 


-d 








a 


-6 


c 


a 





f 


e 


b 


-r 





d 


c 


— e 


-d 






= 'ad — 6<? + c/"; 



=r {ad + 6ö ■♦- c/")' 



9. Wenn die Elemente der Determinante B so beschaffen 
sind, dass 

so ist zufolge der oben (3) gezeigten Entwiekelung 
wobei 



D, 



m 



an an . 
«*• «a • 



eine Subdeterminante mten Grades ist, deren Elemente den Be- 
dingungen 



a 



r« 



— a 



sr > 



Ort 



unterliegen, und 2D^ die Summe der Determinanten bedeutet; 
weiche aus D^ entspringen , indem für ik . . alle Corabinationen 
mien Grades der Nummern 1 bis n gesetzt werden. 

Bei ungeraden m ist D^^^ null, hei geraden m ist />,«= (/, /« ..)^, 

also SDf^ die Summe von f M Quadraten. 



Beispiele. 









Alf 


«1« 


«13 








«21 


z 


«23 








«Sl 


«32 


z 


s 


«12 


ÖIJ 


1 «14 






ö«l 


3 


«21 


1 «24 


— , 


„4 


«Sl 


ö»2 


;3 


«34 






«41 


»4« 


«4! 


I « 








*) Ca¥LE1 


r 1. c. 







= s* + «(a,./ + ai,* + a.^,*) 



= 5* -»• 2;'(a,.;' + a,3* -»• a,^* + ««s" + «24* + «34*) 
-4- (a,3 a„ + a», a*« ■♦• «u ««•)* 
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§• 6, ♦. 



§. 6. Determmante eines componirten Systems. 

1. Wenn das Element c,j^ aus der iten Zeile des Systems a 
und der Aten Zeile des Systems h componirt ist (§. 3 , 1) d. h. 

(^ik = «II hl + «« h'i + • • + «»« hn 
so wird die Determinante mien Grades des componirten Systems 



^mm rfurch 



«1, . . Öj;, 



««»I • • ^^Mm 



^11 • • "i« 



• • 



^mi • • ''i 



mft 



ausgedrückt. Dieser Ausdruck bedeutet, wenn die componirten 
Systeme defectiv sind m < n) , die Summe der (^j Producle, 
welche aus 



^Xt «1« 



• • 



^tnt ^mu ' • 



^it ^1« • • 



^mt ^mu • ' 



dadurch entspringen , dass man für tu . . alle Combinationen mlen 
Grades der Cotonnen-Numm^i^n 4 bis n setzt ; der gegebene Aus- 
druck bedeutet , wenn m = w , das Product der beiden Determi- 
nanten; der gegebene Ausdruck ist null, wenn die componirten 
Systeme excessiv sind m > n) *] . 

Beweis. Ein Glied der Determinante des componirten Sy- 
stems ist 

eine Summe , deren Glieder entslehn , indem f , 1/ , . . die Reihe 

1 bis n durchlaufen. Alle Glieder der gesuchten Determinante 

2 ± Cii . , c^^j enstehn , indem bei unveränderten ersten Num- 
mern der c alle Permutationen der zweiten Nummern eintreten. 
Dabei findet man ftir jede Complexion tu . . alle Glieder der Deler- 



*) BiNET und Cauchy (in den gleichzeitigen Abhandlungen J. de V6c. 
polyt. Cah. 16 p. 386 und Cah. 17 p. 81, 107) haben diesen Satz 1812 gefun- 
den durch Betrechtuiig der besondem Ftllie, welche Laoranse (Mäm. de 
Tacad. de Berlin 1773 p. 285) und Gauss (Disquis. arithm. 157. 159. 268, I) 
gegeben hatten. Yergl. Jacobi Det. 13 und 14, wo der Schlusssatz zuerst 
ausgesprochen ist. Den anschaulichen Ausdruck hat die Determinante des 
componirten Systems In der Sten Auflage dieses Buchs 1870 erhalten. 



§. 6, 4. 



W 



minante 2±biib2u • • mit dem gemeinschaftliehen Factor aj^ 02« . •? 
so dass 

Wenn t^u, . . nicht alle verschieden sind, so ist ^ it &i/&2u • • = ^• 
Daher braucht man, um alle Glieder der Summe su erhallen, für 
tu ..nur je m verschiedene Nummern der Reihe i bis n zu 
setzen. Wenn man aber fttr eine beslimmle Coinbination tu .. 
deren Permulationen setzt, so hat 2 ^h^ib^^ . . entweder den 
Werth Q oder den \ferth — ^, und man erhält alle Glieder der 
Determinante ^ ± a|^ o^,^ . . mit dem gemeinschaftlichen Factor Q. 
Folglich ist 

eine Summe, deren Glieder gebildet werden, indem man für tu . . 
alle Gombinationen mten Grades der Reihe \ bis n setzt. 

Wenn m < n , so hat die Summe (^j Glieder. Wenn m ä w , 

so bleibt i Glied der Summe übrig; wenn m>n, so bleibt kein 
Glied der Summe übrig, weil m verschiedene Nummern aus der 
Reihe \ bis n nicht genommen werden können. 

Beispiele. Das System 
ist componirt aus den Systemen 



«i *>i 



a„ K c, 



Seine Determinante ist 



«i K 



a. 



h 9x K 
(t 9% K 



fx 9x K 

A 9i K 



= ab\fg ^ ac\ß -^ bc\gh 



wenn ai> j fg = 



a^ b^ 
«2 K 



fx 9x 
h 9i 



u. s. w. 



Das System 

«2/1 + K9x -► «^2*1 ««/i + ^^2 + ^2^2 «a/i + ^9% + <^2*« 

ist componirt aus den Systemen 



a. 






6, c. 



fx 9x K 
f'i 9i K 
f% 9. K 
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Seine DeieriBinante isl das Product 



«1 *i <?i 

«, 6, c, 

«3 *>. ^» 



Das System 



• • « • • 

isl componirt aus den Systemen 



fi 9x h, 
ft 9t K 
fs 9t K 



«i/*4 + ^i9i -^ cA 



^aL + ^^4 + <^A 



«i ^i ^1 A ö^i Äj 



O4 ^4 <^4 A fl'* ''4 

Seine Determinante ist null und nicht verschieden von 



s: 



Wenn p, q, 1% s lineare Functionen von Xj y^ z sind und den 
Werthen x^ , y, , s, die Werthe der Functionen p^ , qf,- , . . ent- 
sprechen, so ist 



Ol ''i c, d, 
• • * • 

«4 *>4 ^ ^4 


fx 9i K 
• • • • 

h 9, K 






r. 



s. 



Pl 9l M -1 

P2-P1 92-9i r.,^r, 9^__s, 



X, 



y 



Px 9x ^i *i 

Pt <?8 »'2 *2 



^I y» «1 < 
^2 1/2 «2 ^ 



4 



i^"2-^l I/2-I/1 «2-^1 



eine quadratische Form der X2—'Xij y^-^Vu ^i—^i. 

2. Wenn das zweite System dem ersten gleich ist, so ist das 
componirte System symmetrisch d. h. 

Cik = «II «A'i 4- . . + a,„ ajgn » c;tt 
und die Determinante des componirten Systems 



^ 3C Cu C22 . • 



■^11 



a 



31 



'in 



''2tt 



a 



ii 



a 



a 



21 



m 



»211 



= -$*(-S'±o,^aj„ . .}' 



die Summe von y\ Quadraten. Bei realen Elementen a ist die 

Determinante ^±qi C22 . . positiv, und wird nur dann null, wenn 
die Determinante 5 ± 04^ a^^ . . bei allen Combinationen tu . . 



§.6, 3. 

DuU ist*) . Die besondern Falle 

a?* -^ y* ■♦- a* xx^ + iWi + zsix 
xx^ -i- Wi ■*- z^i X* + 1/," + «,' 

s 
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X 
X, 



y 

Vi 



z 



X 



X, 



Vi 



x" +1/« 



X y 
xx^ -t-yyi -i-sz^ 



X 

X 



1 «1 



y 

Vi 



xx^ -t-yy^ + zzj 



a-a?! +i/yi + ÄÄi a;/ -*-|/|' +z/ x^x^-^y^y^-^- z^z^ 
XX^ + 1/1/2+ JJÄj x^x^ + i/i«/2 + Ä,«2 x^\ + y./ + s,* 



X 

x 



y 
l 1/1 



z 

Zy 



X^ 1/2 ^s 



sind bereits von Lagrange (pyr. 3 u. 4) gefunden worden. 

3. Das Product von zwei Determinanten nten 
Grades P und Q ist eine Determinante JR desselben Grades, 
die man bei gegebener Anordnung der beiden Systeme auf 4 im 
Allgemeinen verschiedene Arten darstellen kann**), indem man 
ihre Elemente componirt entweder aus je einer Zeile von P und 
einer Zeile von Q, oder aus je einer Zeile von P und einer Colonne 
von Q^ oder aus je einer Colonne von P und einer Zeile von Q^ 
oder aus je einer Colonne von P und einer Colonne von Q. Wenn 
nämlicb 



P = 



'11 



a 



in 



O, 



ni 



a 



nn 



(? = 



''ii • • "in 



^ni • • ^nn 



so ist (4) 



K = 



'11 



'ni 



'in 



'«» 



= P(? 



unter der Voraussetzung 
Folglich ist 



■^11 



'in 



• • 



•ni 



a 



nn 



K 


• • 


6.« 




• 


• • 


• 


sz 


^ni 


• • 


^wn 





^^\k ^* • • ^^\k Kk 



^^nk^\k ' • ^O'nkKk 

wenn die einzelnen Summen dadurch gebildet werden, dass man 
fttr k alle Nummern von 4 bis 71 setzt. Nach derselben Bildungs- 
regel ist 



*) Jacobi 1. c. 
**) Caucht 1. c, p. 88. 

Baltzer, Determ. 4. Aafl. 
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«11 • • «IW 



«ni 
a. 



'11 



a 



a 



\n 



II 



'in 



'mi 



*m 



ft„ t . b„^ 



a 



nn 



a 



m 



'nn 






. b. 



nn 



. 6 



in 



. 6 



tm 



. 6 



tu 



'nn 





'^«»jfc ftit, 


. . £A^flbf^^ 


=■ 


• 


• • 




-2"«»* *AI • 


• ^f^nk^km 




-^flifcl <»lA 


' • -20;^, 6«)t 




• 


> • • 

• • '2'a^-n *»!* 




-S'flifci hl 


• • ^^ki^kn 


s 


■ 1 


• « 




'2'a/b,öiki 


• • ^O/cn ^kn 



Die links stehenden Determinanten , deren Product gebildet 
wurde, sind von P und Q nicht verschieden (§. 2, 3). Also 
sind die rechts stehenden Determinanten von R nicht verschie- 
den, d. h. 



a 



^«1 • • ^nn 



'ii\ 



'nn 



xn 



c 



m 



. c 



nn 



wenn c,-^ eine der Summen 

««1 ^ifci + 
«« Kk + 



+ «in ^nk 
+ «m *ibi 



bedeutet. 



«u ^lit + • • + «m Kk 



Beispiele. Nach der ersten Regel hat man 



a b 
-6' o' 



c d 



ac + 6d —ad' + bc^ 
^b'c + o'd b'd* . 



o'c' 



Wenn a, ft, . . complexe Zahlen, a! , V , . . die conjugirten Zahlen 
sind , so ist cui' die Norm von a , eine Summe von 2 Quadraten, 
welche durch Na bezeichnet wird, u. s. w., folglich 

(Na + N6)(Nc + Nd) = N(ac ^- 6d) + N(ad' - 6c') 

Diese Identität enthält den EuLia^schen Satz (Acta Petrop. 1777. 
I, 2 p. 48. Vergl. Nov. Comm. Petrop. 5 p. 53 und Lagrangb 
M6m. de Berlin 1770 p. 123), nach welchem das Product zw^eier 
Summen von 4 Quadraten als Summe von 4 Quadraten auf 4 
Arten dargestellt werden kann*). 

Das Product einer Determinante mit einer Determinante nie- 

*) Hermite Grelle J. 40 p. 297. Vergl. Gmjss Werke 3 p. 884. 
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dem Grades wird ebenso gebildet, nachdem man die Determinante 
niedern Grades als Determinante hohem Grades dargestellt hat 

(§. 3, 3). 



«• 


f>. 


«• 


d. 








«• 


^0 C. 


d. 


Pl 


9o 








«1 


\ 


Cx 


dx 


Po 


9o 




«1 


6, Cj 


d| 


Pl 


9x 








fl« 


*. 


Ct 


d. 


Pl 


9. 




fl« 


6, c. 











i 





a. 


t. 


c. 


d. 






«s 


^ ^3 


rfs 











1 










«•Po 


+ ^9, «oPi 


+ ^(?i 


C. rf. 
















«iPo 


+ ^1 9» < 


»IPI 


+ ^9, 


c, d, 
















a«P« 


+ *29. < 


»tpl 


+ 6,9. 


c, d. 
















a.Pa 


+ ^: 


tVo < 


»sPi 


+ «'s Vi 


«-•3 


ds 









4. Wenn die quadratische Form der x 



^^ik ^i ^k 

durch die lineare Substitution 



«Ä« = öiÄ 



^1 = ^ii/i + • • + ^1,1/ti 



• • 



^n = ^»il/i + • . + KnVn 



in die quadratische Form der y 

^^aß Va Vß 



«, /S = 1 , 2, . . , « 

transformirt wird, so ist die Determinante der transformirten Form 
das Product der Determinante der gegebenen Form mit dem 
Quadrat der Determinante der Substitution"^) 

Beweis. Durch die angegebene Substitution geht ^a^j^ x^ xj^ 
über in Sa^j^ b^^ h^ß y„ y^, so dass 

Caß — ^^iJk htt hß = ^O^ki^ka ^iß - ^ßa =« ^itt <^/Ji + • • + Ka dß^ 

unter der Voraussetzung 



Daher ist (4) 



dßy = b^ß «yi + . . + *„^ ö; 



'}'H 



*) Diese Bemerkung ist fürn = 2 von Laqrange Rech. d. Arithm. 28 
(IMin. de B^Ka 4778 p. S85) gemacht worden , förn s 8 von Gauss Disq. 
arithm. 186. Vergl. unten §. U, 8. 

4* 
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^11 • * '^l» 



Ca*| • • 1/j 



^11 • • ^m 



dm • • d„„ 



6„ . . b„ 

m m • m 



du , . d 



m 



* • 



*iii • • ^nn 



^11 • • *i« 



• • 



^ni • • ^nn 



also durch MuUiplication ^ ± c^ . . = (^±^11 . ,)^ 2 



±011 



5. Wenn 



p = 



a 



11 



a 



in 



a. 



im 



a 



tnn 



6|| . . 6 



in 



• • 



^»11 • • "mn 



SO ist 



<? = 



4 a„ . . a 



in 



4 a 



mi 



a 



mn 



1 2>|| . . 6 



in 



1 ö,,,i . . 0^^ 



Cji . . C|^, 



^wi • • ^«MW 



» c« I • • C^ 



m 






= p - 



i 4 

4 c,, c,j 

1 Cji C22 



4 c 
-4 -4 

Cgi 6*12 



Cj, C.^2 



mi 



daher g — P d. i. 



^ «1< «1« • 




4 6|< 6|„ . 

• • • • 



4 4 



4 Cji C,j 
4 Cji Cg, 



wenn für tu . . alle Combinationen (m— 4)ten Grades der Colonnen- 
Nummern \ bis n gesetzt werden*}. 

6. Wenn v ^ w , ^i, §21 ^s Functionen von x^ , a^ , a?3 sind, 
so dass 

dv = v, da?, + v^dx^ + VjdiCj dti; = iv^dx^ + i<;jdir2 + Wsda?, 



*} S. des Verf. Aufsatz Leipz. Berichte 4873 p. 532, Gündblfingbk Schlö* 
milch Zeitschrift 48 p. 342. 
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so ist (1) 

X^ Xj 



V, «3 



Wj füg 



I. = 



r, Vi 



W, Wj 



h = 



«. 



«,1 



w, w. 



da?. 



= h 



dx^ dx^ 



a?| ^2 



fl 



d^2 ^8 



a?2 a?. 



+ I, 



da;, do^i 



ar, a^i 



V, v, v. 



w, w^ w. 



da?j da;, do/^ 



x^ X^ Xg 



v^dx^ +v^dx^+v^dx^ w^dx^ +w.idx^'^w^d^x^ 

Unter der Voraussetzung, dass v, w homogene Functionen von a, ß 
Dimensionen sind, hat man v^x^ + v^oc^ +, v^oc^ = of , u. s. w., 
folglich *) 

dXx dx^ dx^ 



x^ 



x^ 



X, 



h ^2 h 



dv dw 
av ßw 



7. Ein System von n^ Elementen c, dessen Subdeterminanlen 
(m+1)ten und höhern Grades alle null sind, kann aus je m 
Colonnen gegebener Systeme von n^ Elementen a und h componirt 
v^ erden. Unter der Voraussetzung c^jj. = % ^a;i + . . -l- dim^km 
ist jede Determinante (m+1)ten und höhern Grades des com- 
ponirten Systems null ( 4 ) . 

Wenn die Subdeterminante mten Grades d:= 2 ± a^^ . . a^^ 
nicht QüU ist, so können die Elemente b so bestimmt werden, dass 
das gesuchte System c in den m ersten Zeilen und Colonnen mit 
dem gegebenen System a übereinstimmt. Man bilde ^*) 



^ik - 



►11 



"im 



'mi 



"mm 



a 



ti 



a 



im 



«lÄ 






= aji 6yi, + . . + üifn bkm + «lÄ ^ 



C,A 



Ik =" <^ik 3- = - -rlöii hl + • 



d 



d 



^w» ^Äm) 



SO sind sowohl dij^, • . , rf^^., als auch rf,i, . . , d,^ null (§. 2, 3), 
u. s. w. Wenn auch die übrigen {n—m)^ Determinanten d^j^ bei 
{, j^ == m + 4, . . , n null sind, so stimmt das gesuchte System c 
ganz mit dem System a überein. 



* *) Abonhold 486J Grelle J. 6i p. 400. 
**) Kronecker 1864 Grelle J. 72 p. 152. 
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VoD den Adjuncten b haben 



6|| . . b 



\m 



'mi 



. . b. 



die Eigenschaft, dass die nidit-diagonalen null sind als Determi- 
nanten von Systemen mit zwei gleichen Colonnen , wahrend die 
diagonalen den Werth •— d haben, weil d|^ s= a^xbii H-%td =« 0, 
u. 8. w. 

8. Der Satz Ober die Determinante eines componirten Systems 
kann auf den LAPLACB'sehen Determinantensati zurtickgefübrt 
werden wie folgt*). 

Man verwandle die Determinante S ±Ci^ . . Cf^^ in die De- 
terminante (m+n) ten Grades (§. 3, 3) 



'11 



»'im 




"ffii 



ft|i 



< 



"in 




Indem man nun von der tten Golonne die letzten n der Reibe nach 
mit %, ai2j . . muitiplicirten Colonnen subtrahirt, und auf diese 
Weise die ersten m Coloni^en transformirt, erhält man zufolge der 
Voraussetzung 

für JJ±Cii . . CfnfJ^ den Ausdruck 




— a 

— a 



11 



in 



frii 



—a, 



mi 



1 



— a 



'in 



Multiplicirt man endlich jede der ersten m Colonnen mit —4, und 

rückt die zweiten m Zeilen des Systems an den Anfang, so erhält 
man (nach m+m^ Zeichenwechseln) 



*) GoRDAV nach briefl. Mittheilang von Clebsch 486S Nov. 
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*im 



*i,m + i 



"in 



. a. 



4 . . 

• • • • « 

. . 1 

^11 • • ^1» "l,ll»+l 



^mi • • *«m ^ntttn + i 



'm.nm- 



. 



• 

b 



mn 




. a 



mn 



. . 



Die Entwickelung dieser Determinante nach den Subdeterminanten 
der m ersten Golonnen (§, 4, 4) stimmt mit der oben {\) angege- 
benen Entwickelung der Determinante 2±Cn . . c„^ ttberein. 

9. Wenn a?i , • • > ^n homogene lineare Functionen der Va- 
riablen a)i\ . ., x^' sind, wenn diese Variablen eben solche Func- 
tionen der Variablen Xy\ . . , x^" sind, u. s. w., und zwar 



(1) \ 



«*/j 2S! ^11 "^i ■ * • ^' in '^n 



(») 






(3) 



''^n — *ni •'^i + • • + Oif^n '^n 



u. s. w., so erhält man durch successive Substitutionen*) 

X, = {a, a')ii x/' 4- . . + (a, a'),„ x^" 



(1) 



(U) 



0?, = (a, a', o")„ a;/" + . . + (a, a', a")in •»» 



/w 



u. s. w. Der ßie Coefficient der aten Zeile des Systems (I) 



*) MittheiluDg von Weierstrass bei Gelegenheit der Abhandlung ttber 
bilineare und quadratische Formen, Berliner Monatsbericht 1868 Mai 18. 



»6 §. 6, 9- 

ist aus der aten Zeile des Systems {i) und der /9ten Colonne des 
Systems (2] componirt. Ebenso ist der Goefficient (a, a , a"]^ß 
aus der aten Zeile des Systems (I) und der /9ten Colonne des 
Systems (3j componirt, folglich 

(a, a', a")„ß « Z(a, a')«^ a"a^ » 2*0^. a'y^j a"a^ 

u. s. w. Man bezeichne ferner durch A, A\ A'\ , . die Deter- 

* 

minanten nten Grades der zusammenzusetzenden Systeme, deren 
Elemente a^ß, a'^ß, ^"aßy • • ^^^^\ durch (.4, i4'), (^4,^4', A"), . . 
die Determinanten der componirten Systeme, deren Elemente 

(ö> «')«/?» (»> «'> Oa/?> • • sind; durch 

die Subdeterminanten (n— 4)ten Grades, mit welchen in den De- 
terminanten A, A', . . , [A^ A')y {A y A', A"), . . die Elemente 

multipiicirt sind ; durch 

f 

die Subdeterminanten (n — 2)ten Grades, mit welchen in den De- 
terminanten il, A\ .., (^,i4'), (i4,i4', il"), .. die Subdetermi- 
nanten Sten Grades 

2±aaß a^,ß, , 2± a'^ß a\,ß, , 2*± (o , o')^ (a, a')«,^/ , 
2'±(a,a', a")c«/j(o,a', a")«r^/, .. 
multipiicirt sind, u. s. w. Dann ist nach (1) 

\Ai A)^ß Ä -^-«ay A yß 

[Ay A )f^ß f^rßt fgtlßff Ä ^ ^^Afj^y fflyt ^nytl A*yß yfß, y„ß,f 

• # / # 



u. s. w. Die Glieder dieser Summen werden dadurch gebildet, 
dass man für y , y/, y//', . . alle Combinationen von je 1 , S, 3, . . 
verschiedenen Nummern der Reihe 1 bis n setzt. Denn es ist z. B. 

[A, A)aß a'ß' atf'ß" 

eine Subdeterminante (n— 3)ten Grades der Elemente (a, a'J ; die 
ersten Nummern dieser Elemente bleiben von der Reihe 4 bis n 
übrig nach Ausschliessung von a, a\ a'\ und stimmen mit den 
ersten Nummern der Elemente in A^y ^fyi ^uyt überein ; die zweiten 
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Nummern jener Elemente bleiben von der Reihe i bis n übrig 
nach Ausschliessung von ß , ß'j ßt\ und stimmen mit den zweiten 
Nummern der Elemente in A'yß yßt yton ttberein ; dagegen sind 
die zweiten Nummern der Elemente in A^y ^tyf ^^y sowie die 
ersten Nummern in A yß yß» y*fßif alle Combinationen von je n— 3 
verschiedenen Nummern der Reihe \ bis n. 
Ebenso ist 

(A , A', A") = (A , A')A" s- A A' A" 

(A , A', A")^i, - Z(A , A'^^ A"»f s SA^ A\t A"«/ 

{A , A'y A")fiß f^'ßt » ^{A , A )f^^ f^t^t A' ^ß iftßt 

ad 

^ZA 



rr 



S Afny fn/.f A'yf ..t^, A"fM ^tar 



SS 



(Af A , A")^ß ^ißt a^tßft = £ [A, A)fji^ f^t^i f^offi A"gß g/ßt ifnßn 

So S 

Ä 2* Af^y „/. / ^ffyft A ylf yfgr yffgff A ßß f^lßt ^Hßtl 

yy'y" SS'S" 

u. s. w. Die Glieder dieser Summen werden dadurch gebildet, 
dass man sowohl ftlr y, y/, y//', . . als auch für (J, 68% 8fFS\ . . 
alle Combinationen von je 1, 2, 3, . . verschiedenen Nummern der 
Reihe \ bis n setzt. 

Ueberhaupt ist jede Subdeterminante des Systems der com- 
ponirten Elemente (a , a', . . , a^^)) darstellbar als Summe von Pro- 
ducten aus (il-hi) Factoren, welche Subdeterminanten derselben 
Ordnung der Systeme der einfachen Elemente a , a\ . . , a(^) sind. 



§. 7. Determinanten eines Systems von Subdeterminanten. 

1. Die Determinante des Systems der Adjuncten der n^ Ele- 
mente eines gegebenen Systems ist die (n— 4)te Potenz der De- 
terminante des Systems der Elemente *) . 

Beweis. Nach der Multiplicationsregel (§. 6, 3) ist 



^11 * • ^\n 



^m ' • ^nn 



«11 


• • 


«in 




• 


• • 


• 


= 


««1 


■ • 


"nn 





^11 • • ^m 



I • • • 



'ni 



. . C 



nn 



*) Caücht 1. c. p. 82. Für n = 3 findet man diesen und den folgenden 
Satz bei Lagrange snr les pyr. 5 und bei Gauss Disqu. arithm. 267. 



M 
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Das componirte Element 



«in «*n 



hat den Werth R oder 0, je nachdem k und i gleich oder verschie- 
den sind (§. 3, S) . Also reducirt sich die Determinante des com- 
ponirten Systems auf das Anfangsglied c^ C22 • • c^^^ = ^ (§• 3, 3), 
Daher ist 







«11 


• 


«in 






R 


* 


• * 


• 


-*• 






««I 


• 


«nie 


1 


«11 


• 


«11» 




»11 


• • <*m 


• 


• • 


• *. 


SS 


• 


• • • 


«ni 


• • 


««n 




O»! 


• • ^nn 



H — l 



2. Eine Subdeterminante ^ten Grades des Systems a (der 
Adjuncten) hat zu der Adjuncte der entsprechenden Subdetermi- 
nante des Systems a (der Elemente) das Verhältniss Ä*" ^. Sub- 
determinanten desselben Grades des Systems a verhalten sich zu 
einander, wie die Adjuncten der entsprechenden Subdetermi- 
nanten des Systems a*). 

Beweis. Wenn die Subdeterminante Äten Grades 2 ± a^ ag^ . . 
des Systems a die Adjuncte 2 ± a^^ a^^ . . hat, so dass 

SO wird die entsprechende Subdeterminante Aten Grades 
des Systems a als Determinante nten Grades 



»fi 


«/* • 


• «/M 


«/« 


V 


^gk • 


• «^« 


»gv 





• • 




• * 


• 










. 


1 



dargestellt (§. 3, 3). Durch Composition der Zeilen der Systeme 



*) Jacobi Det. \ ^ hatte diesen Satz durch algebraische Betrachtungen ge- 
funden. Der directe Beweis ist von Borchardt angegeben worden. Briefl. 
Mittheilung 1853 Juli* 
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a 



5» 



«»* 






«/l «>* 



«^* 



'n» 



*su 










«/« «A 
«^ «^ 



I 

\ 



findet man das System 



R 

A 













mit der Determinante (§. 4, 2) 



A 
K 






= ll*2:±a«.(» 



rw "if) 



Also ist jR JJ ± a« a^jj. . . = R^2 ± a^^ a^^ , . , 

Aus der Identität R{S±aßagj^ . . — fi*''i-2'±a^,^a^ . .) = 
schliesst man, dass bei einem System von n^ beliebigen Elementen 

eine Identität ist , also auch bei einem System , dessen Determi- 
nante Ä = 0. Vergl. §. 3, 8. 

BftUpieU. Wenn A ss J ± on o^) . . a^„, so iat 





«11 • • 


«im 




**m.4-i,m + i 


l 


• 


» 


«m + i,n 






• • • 


= Ä«~» 


• 


• • 


• 






«mi • • «wi» 




^»,m + 1 


• • 


^nn 






«A-|.i,*-l-i • • «* + i,» 






«11 


• ' «ift 




• • • • 


« Ä»- *- 


1 


• 


• • • 




««,A-l-i • • «»« 






«*i 


• • Hk 


Wenn insbesondere n = 5 ist, so ist 










«31 
«41 

«»l 


«2» «24 
«4» «44 
«J3 «54 


= Ä' 


«15 
fl,5 


a 
a 


12 
92 
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«12 


«14 


<»I5 


«ai 


«23 


^ R 












«32 


«.4 


«.5 


; ««1 


«4. 
















«S2 


«»« 


«5» 



Die Subdeterminante (n— 1)ten Grades des Systems a, deren 
Adjuncte a,jt ist, hat den Werth R^"^ a^j^*). 
Wenn insbesondere n = 3, so ist**) 



«„ «18 



«21 «22 



= Ä(l„3 , 



«12 «la 



«22 «2S 



= Äa,i u. s. w. 



Wenn S =s ^ ± oqo «u . • , so ist 

adj a., adj a^j 
adj «la adj Ou 



S.adj 



«•0 «Ol 
«10 «11 



Nach den Voraussetzungen §. 5, 7 ist adj aoo=0, adj (ooo ai^ — Ooiaio) 
= «11 , folglich 

— adj a„ adj «oi = «^«11 

3. Die Adjuncte der Subdeterminante hien Grades 2 ± a^ üg^ . . , 
deren man zur Berechnung der Subdeterminante 2 ± aß Ogj^ . . 
bedarf, kann durch einen Differentialcoefficienten Ater Ordnung 
der Determinante R ausgedrückt werden (§. 3, 14). Es ist***) 



«/i «/A 



» R 



d^Ä 



oaßhogk 



^Ji ^fk «// 
^gi ^gk ^gl 
^hi "kk Hl 



= Ä' 



b'R 



d a^i b a^k ^ Hl 



u. s. w. 



Diese Identitäten geben zugleich an, wie man zweite, 
dritte, . . Differentialcoefficienten einer Determinante durch erste 
Differentialcoefficienten derselben ausdrücken kann. 



Beispiel. Weil (§. 3, 15) cfA = 2 a^^ da^^ und 

ik 



dcvs = 



^ d «r« j 

ik Ö «i* 



= 2: 



b^R 



2" V c — d ait 

ik a^s b am 



ist, so findet man 



*) Caücht 1. c. p. 82. 
**) Lagrange sur les pyr. 3 . 
***) JACOBiDet. 40. 
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%k 

*k 

4. Wenn F,.^i = 2±ai^ .. a^.^^i^^i, so ist (2) 
adj 0^^ adj «,.^^^.1 a 



Nun ist 



= >V + i • «<U 



fT 



r,r-»-4 



^r + 1 ,r ^r + 1 ,r + i 



adj 



a 



rr 



a 



r^r 



a 



a 



r + i,r **r 4- 1 ,r -4- 1 



= r,., 



adj o,.. 

folglich 

Fy adj a^^ - adj a^^^^.! adj a^ + ,,^ = F^^.i r^_, 

Wenn insbesondere die correspondirenden Elemente a,-j^ und 
a^i gleich oder conjugirt complex sind, so sind die Adjuncten 
der Elemente a^^^^x und a^^j ^ gleich oder conjugirt complex 
(§. 3, 5), ihr Product real und positiv. Also haben, während V^. 
verschwindet, Vr^\ und F^_i Werthe von entgegengesetzten 
Zeichen**). 

5. Eine Determinante nten Grades kann unter Einftihrung 
zweier nicht proportionaler Reihen von je n Unbestimmten durch 
eine Determinante 2ten Grades ausgedrückt werden***). Zu die- 
sem Zweck entwickle man die gegebene Determinante nach den 
Subdeterminanten von 2 Zeilen (§. 4, 1) z. B. 



+ . . 



Nachdem man die beiden Zeilen des Systems durch die Unbe- 
stimmten Uy . . % und 1^1 .. 1^5 ersetzt hat, bilde man die Determi- 
nante des veränderten Systems 



«1 • 


. a^ 






^ 
K 


Ci 


^4 


Cft 








«1 








• 


. 


SS 


d. 


^4 


d. 


e, . 


• <?» 








«8 


«4 


«5 



w = 



d, 

e. 



w. 



V, 



d. 



• . Cm 



*) Weierstrass Berl. Monatsbericht 4858 p. SU. 
**) B1U09GRI Det, p. 72. . 
***) S. den Aufsatz des Verf. Leipziger Berichte 1773 p. 533. 
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nebst den Adjunclen 



X. 



Vi 



aj. 



y» 



der Elemente ^i 



1«. 



t\ 



Nun ist (2) 



jpt *^« 



yi Vt 



= ti» 



8 *'4 '■j 



d, d^ dj 



«f, «?, 



^5 ; 



u. s. w., folglich ist 



w 



a. 



fl, 



^ 



6« 



ut/| iCj 



l/i 3/« 



die Ent Wickelung von (§. 6, 4) 



6, . . *6 



m7> • • ftZ'i 



l/l 









SO dass die Grössen x von den Grössen v^ die Grössen ^ von den 
Grössen u, und w von beiderlei Gr&ssen lineare Formen sind. 

9 

6. Analoge Sätze gelten, wenn p^j^ eine Subdeterminante mten 
Grades des Systems von ri^ Elementen a , dessen Determinante R, 
und q^j^ die Adjuncte der p^j^ ist, für die adjungirten Systeme 
(§. «, 4 u. 5, §. 4, 1) 

Pix • • Pifi Qii • • 9i;* 

• ««• •••• 

Die Determinanten derselben sind Potenzen von R, nMmlich^j 

Beweis. Das Product 2±pii . . p^^ 2 ±q^^ . . 9^^ ist eine 
Determinante /uten Grades , welche sich auf ihr Anfangsglied Rf^ 
reducirt, weil ihr Element 

Pyi «^^1 + . • + Py/* Qdi^ 

den Werth R oder hat, je nachdem die Nummern y und d über- 
einstimmen oder nicht (§. 4, 4). 

*) Diese BemerkuDgen sind die erste von Caüchy I. c. p. #03, die beiden 
andern von Franke 4S62 CreUe J. 64 p. $&• gemacht worden. 



§. 7,7. es 

Da nun P= 2±p^i . . />„„ ein Divisor von Ä^ und Ä eine 
Function ersten Grades eines Elements z. B. a^ ist, so kann P von 
einer Potenz von R nur durch einen von den Elementen a unab- 
hängigen Coefficienten unterschieden sein. Unter den ^ == (^^j 

Combinationen der Nummern i bis n giebt ßs A = ( __ J solche, 

in denen < vorkommt. Es giebt also X Elemente p z. B. p^ , • 
/>22 j • . , Pu,y welche Functionen ersten Grades von On sind, mithin 
ist P = aR^. Wenn insbesondere die nicht diagonalen Elemente 
a null, die diagonalen i sind, so sind die nicht diagonalen Ele- 
mente p null, die diagonalen 1 , fl = 1 , P = 1 , folglich ist a s= 4 , 

7. Eine Subdeterminante ^ten Grades des Systems q hat zur 
Adjuncte der entsprechenden Subdeterminante des Systems p das 
Yerhältniss Ä'* : P. Subdeterminanten desselben Grades des Sy- 
stems q verhalten sich zu einihider , wie die Ädjuncten der ent- 
sprechenden Subdeterminanten des Systems p"*^). 

Wie oben (2) findet man die Identitöten 



folglich 



P2±q^iqgk., = R^9A\Z±p^Pgk.. 
Q2±PfiPgk" - R^9i^}Z±q^qgk., 



2:±qfiqgk" •■ adii:±p^Pgk.. = Ä*-^' 
2:±p^iPgk:. : adj-2'±9y«V = ä'*~^^-'> 

Wenn Ä = 0, so sind alle Subdeterminanten (Ä4-4)ten und 
höhern Grades des Systems q^ so wie alle Subdeterminanten 
(/M— A-i-1)ten und höhern Grades des Systems p null. Vergl. §. 3, 8. 



*) Franke 1. c. und Borchardt's Anmerkung zu diesem Aufsatz. 



Zweiter Abschnitt. 



Anwendungen der Determinanten. 



§. 8. Auflösung eines Systems von linearen Gleichungen. 

1. Wenn «j , • • ? ^n lineare Formen (homogene Functionen) 
der Variablen x^ , . ,, x^ sind , nämlich 



SO heisst die Determinante nten Grades der Coefficienten 

ß = -2* ± a,j . . o»„ 

die Determinante des Systems der linearen Formen 

^1 » • • > ^n J • 

Wepn die Determinante R nicht verschwindet, so gehört zu 

jedem System von endlichen Werthen w^ , • • , ^^ ein bestimmtes 

System von endlichen Werthen a?i , . . , a?^ . Man findet 



a 



11 



a 



in 



a 



ni 



a 



nn 



Xk = 



►ii 



a 



n\ 



«1,^-1 «*i «i,A + i 



«n,Ä-i W« ÖM,A + i 



a 



in 



*1Mi 



indem man in R die Ate Colonne mit X]^ muitiplicirt , und dann 
die übrigen der Reihe nach mit x^^ x<i^ , . multiplicirten Colon- 
nen zur Aten Colonne addirt (§. 3,7). Z. B. 

a^x + h^y + Cy% = dj 

a^x + \y + CjÄ = dj 

folglich in ttblicher Abkürzung 

[ahc)x SS (dbc) , {abc)y = {ade) , (abc)z = (abd) 



*) Jacobi Det. 7. 
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Nach Berechnung der Adjuncten aller Colonnen erhält man^ 
wenn die Adjuncte des Elements a^^ durch flf,^. bezeichnet wird*). 

Denn von der Summe «ij^ Wi H- • • H- a^j^ % bleibt nur das Glied 
Rx^ übrig, weil auj. %,• + •• -+- a^i^a^i den Werth oder R 
hat, je nachdem i von k verschieden ist oder nicht (§. 3, 2). 

Anmerkung. Die lineare Form i; = q a?i H- . . H- c„ o'^ 
kann als lineare Form der t/^ , . . , u^ dargestellt werden , deren 
Determinante i{ nicht null ist, weil 

In der That findet man 



V 


«"l 


C, . 


«l 


«11 


»12 • 


«2 


»21 


«22 • 



= Rv + 






<•/ 


«•2 


«I 


«n 


»12 


«2 


»ii 


»22 



s 



bei allen Werthen Xj wenn man die Werthe i; , t/i , . . substituirt 
(§.3,6). 

2. Wenn die Werthe x^ , . . , a;„ dem System von n — 1 
homogenen Gleichungen 



»ti ^1 + • • + »i,n-i ^M-i + »tn^n = ^ 



(i =s 1 , 2 , . . , » — < ) 



genügen , so genügen die Quotienten x^: x^j ^ • «^'n 9 • - ^^^ 
System von n ^ 4 nicht homogenen Gleichungen 

»*i l/i + • • + ».>-i i/n- 1 + ».'» = <> (i =s 4, i , . . , « - I) 

für ebensoviel Unbekannte yi, .., y».i. Die Auflösung eines 
Systems von nicht homogenen linearen Gleichungen ist daher 
enthalten in der Auflösung eines congruenten Systems von homo- 
genen linearen Gleichungen. 

Dem System von n homogenen linearen Gleichungen ( 1 ) 
t«^=0, .., 1/^ = genügen verschiedene Systeme von Werthen 
der n Unbekannten , je nachdem die Determinanten fiten und nie- 
dern Grades des linearen Systems von Null verschieden oder 
null sind. 



*) Diese Auflösung ist die von Leibmiz , später von Cramer angegebene. 
Vergi. §. 1 und §. 2. 

Baltzer, Determ. 4. Aufl. 5 
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I. Wenn die Determinante nten Grades [R) nicht null ist , so 
wird dem gegebenen System von Gleichungen nur durch die 
Werthe ccj = 0, . . , x^^ genttgt. In der Identität (i) 



«u • • 


«l« 




u, a,2 . 


• «l« 


• • • 


• 


X, « 


• • ■ 


• • 


öfll • • 


ö»m 




^» ^«2 • 


• ^»n 



ist die zweite Determinante null nach der Voraussetzung w^ = 0, . . , 
w^ = 0. Nun ist die Determinante R nicht null, folglich x^ = 0. 
U. s. w. 

II. Wenn die Determinante nten Grades null*) , eine Sub- 
determinante (n— 4)ten Grades nicht null ist , so ist das System 
der Gleichungen 4 fach unbestimmt, eine Gleichung desselben 
tiberflüssig. In der Identität 



«11^1 


«12 


• • 




Wl 


«12 


• 


• 


• 


1 


> • 


= 


• 


• 


• 


• 


»Itl^l 


««2 


• • 




«*« 


««2 


• 


• 



sind beide Determinanten null , die zweite nach der allgemeinen^ 
die erste nach der besondem Voraussetzung. Die Entwickelung 
der zweiten Determinante nach den Elementen einer Colonne 
giebt 

eine homogene lineare Gleichung, welche, wenn b nicht null, 
Ui an 1*2 , . . , t/^ bindet. Die Coefficienten sind den Adjuncten 
einer Colonne proportional (vergl. §.3, 8). Aus den Adjuncten 
einer Zeile der ersten Determinante 6 , ß2, . . , /9„ bildet man die 
Werthe 



a?, - - 






welche bei beliebigem x^ den gegebenen Gleichungen genügen. 
Denn 



bUf. = ba^i a?, + Äör« + • • + ßn^i 



rn 



ist null nicht nur für e = 2 , . . , n , sondern auch nach der be- 
sondem Voraussetzung für r = 1 . 



*) Jacobi Det. 7. Die Gleichung Ä = (»fie<Jtiatio resultans« NewTöä 
Arithm. univ. p. 58) heisst die Resultante der linearen GleichungeB 
«1 = 0, ..,«„ = 0. Bezoct Hist. de l'Acad. de Pari» ^764 p. 288. 



§.8, 2. 
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IlL Wenn die SubdetermiDanlen (n— 4)te]) Grades null sind 
und eine Subdeterminante (n— v2)ten Grades nicht null ist, so ist 
das System der Gleichungen 2fach unbestimmt, Sl Gleichungen 
desselben sind überflüssig. In der Identität 



«•1^1 + »«^2 


«•8 • • 




Ui 


013 


• • 


«si^i + a»«^2 


0»s • • 


^ 


«3 


«sa 


1 
• • 


• • 


• m 9 




• 


• 


• • 


«nr^i + «««^-2 


a,„ . . 




«n 


0«» 


• • 



sind beide Determinanten (n— 4)ten Grades null, die zweite nach 
der allgemeinen, die erste nach der besondem Voraussetzung. 
Die Entwickelung der zweiten Determinante nach den Elementen 
einer Colonne giebt 



c«,- + c, «3 + • • + c„ w„ 



(« « ^ . 2] 



51 homogene lineare Gleichungen, welche, wenn c nicht null, Ui 
und r/^ an U3 , . . te^ binden. Aus den Adjuncten einer Zeile der 
ersten Determinante 0,^3, . . , y„ bildet man die Werthe 



^3 — ^ ' 



, x„ — 



c 



welche bei beliebigen x^ , X2 den gegebenen Gleichungen genti- 
gen. Denn 



a 



rn 



. . , w , sondern auch nach der be- 



cUr = c{ari x^ + a^2 x^] + y^ a^, 

ist null nicht nur für ?' = 3 , 
sondern Voraussetzung für r = 1 , 2 . 

IV. Wenn die Subdeterminanten (n— 2)ten Grades null sind 
und eine Subdeterminante (n — 3)ten Grades nicht null ist, so ist 
das System der Gleichungen 3fach unbestimmt. Durch Entwicke- 
lung der identischen Determinanten 



öji x^ + 0,2 x^ + a,'a x^ a 

«41 ^l + «42 ^2 + «43 ^3 ^ 



«ni "^i ^" ««2 ^2 "^ «ns '^3 '^ 



114 



W, O44 



« 



9t 



a 



»4 



nach den Elementen einer Colonne und nach den Elementen einer 
Zeile findet man 3 homogene lineare Gleichungen, welche die w 
verbinden , sowie die Werthe 054 , , . , x^y welche bei beliebigen 
flPi , X2^ a?3 den gegebenen Gleichungen genügen*), ü. s. w. 



*) Die Unterscheidung der möglichen Fälle und die Angabe der ent- 
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3. Zufolge d^r Kette von trinomischen homogenen linearen 
Gleichungen 



ist 









«i U SS bi U^ + U, 








a., u^ = 6j w, + w, 


«I 


m 


«1 


«., rta 


u 







u 



u. 



mithin ^ der aus den Gliedern y , -r^, . . gebildete Keltenbruch, 



u 



Sein aus t Gliedern successiv zu berechnender Näherungswerth 
ergiebt sich aus dem obigen linearen System unter der Voraus- 
setzung Wjt+i =0. Wenn z. B. 










= — «2 M^ + ^2 llj + 



tt. 



- a, Mj + 63 1*3 -f- 



tt. 



= * 



— a^ M, + 64 «4 



so ist (I) 
b, I 



— a 



2 "« 



I 
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w, = 



Oj u 



— a, 



f 




= Oi w 


^ 


< 


0« 


&4 





— a, 



4 



— = a, 
u 
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1 






6s 


1 


• 


-a^ 


^ 





6. 



1 

6- 



2 "-2 



— a. 



4 

6. 



Wenn der Nenner durch R bezeichnet wird, so ist der Zähler 
aj VT-' (§. 3, 14) , mithin der Näherungswerth a^ ^^ *) . 

4. Bei besondrer Beschaffenheit der Coefficienten giebt es 
besondre Methoden zur Auflösung von Systemen linearer Glei- 
chungen. 



sprechenden Auflösungen (»paullo prolixum negotium« Jacobi I. c.} , sowie 
die Construetion von entsprechenden Systemen (§. 6 , 7J verdankt man 
Kronecker. S. die 2te Auflage dieses Buchs 4 864 p. 62. 

*) Spoxtiswoode 1853 Grelle J. 51 p. 374. Bauer Münchner Acad. 1872. 
Yergl. §. 3, 11. 
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Wenn die Coefficienten des in (4) betrachteten Systems von 
der Art sind, dass 

und wenn n gerade ist, so hat man nach den Sätzen und Be- 
zeichnungen von §.5, 8 die Auflösung"^) 

(— 4)*(4, 2j ,., n]xj^ as ttj(2, .., k^^,k-hi, . ., n) + «55(3, .,, Ä;— 1, fc+4, . .,n,4) 

+ • • + «„(4, .., Ä-4, Ä + 4, .., n— 4; 

Multiplicirt man nämlich die gegebenen Gleichungen der Reihe 
nach mit 

<2, . .,^"— ^> Ä+4, . .,n) , (3, .., fc— 4,fe+4, .., n, 4) ,.,, (4, . ., Ä— 4, Ä:+4,. ., n— 4) 

und addirt die erhaltenen Gleichungen , so bekommt Xj^ den Coef- 
ficienten 

0|*(*, ..,«) + öj*{3, .. , «,4) + .. + a,jjt(4, .., »-4) 

dessen Werth durch 

-(fc,4,.., Ä-4, fe+4,.., n) « (-4)*(4,2,.., n) 

ausgedrückt wird. Dagegen hat x^ in der erhaltenen Summe den 
Coefficienten 

— (i, 4 , . ., A — 4 , Ä-f-4 , . ., n) 

welcher identisch verschwindet. 

5. Wenn die Coefficienten des linearen Systems von der Art 
sind, dass 

und n ungerade ist, soisti2=0 (§. 3,5}, und den gegebe- 
nen Gleichungen genügen im Allgemeinen nur unendliche Werthe 
von Xi, CC27 • • ) vvelche zu einander bestimmte Verhältnisse ha* 
ben (2) . 

Wenn jedoch die Werthe t/i , «^ , . . der Bedingung 

genügen , so ist eine Gleichung des Systems überflüssig und das 
System der übrigen Gleichungen nach (4) auflösbar. 



*) Jacobi Grelle J. 2 p. 856. 
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Vermöge der Identität (§. 5 , 8) 

reducirt sich jene Bedingung auf 
Beispiel. Dem System 

* cy — öa = f 

^cx * -¥0,% = g 

bx ^ay * =s Ä 

genügen im Allgemeinen unendliche Werthe x^y^z, die sich zu 
einander wie a : b : c verhalten, vorausgesetzt dass keine der 
Grössen a^ h , c null ist. Wenn aber 

af + bg •¥ ch = 

ist, so folgt aus 2 Gleichungen des Systems die dritte, das System 
ist unbestimmt. 

Andre lineare Systeme von besonderer Art werden unten 
(§. 10) aufgelöst. 

§. 9. Lehrsätze über die linearen Differentialgleichungen, 

1. Die Goefficienten einer linearen Differentialgleichung nter 
Ordnung , welche kein von der Function unabhängiges Glied ent- 
hält, können aus n particulären Integralen derselben in ähnlicher 
Weise zusammengesetzt werden , wie die Coefficienten einer alge- 
braischen Gleichung aus den Wurzeln derselben**). Wenn näm- 
lich yi, ^2 j • • ? Vn particuläre Integrale der linearen Differential- 
gleichung 

bedeuten , wobei y', y", . . die Differentialcoefficienten der Func- 
tion! y von X und die Grössen Oo , «i » • • ? ^n ^'^^ Vi t/i " unab- 
hängig sind, so gelten die Gleichungen 



<> = «♦ y» + «i Vn' + • • + «n 2/n^"^ 



*) Jacobi 1. c. 
♦*) Vergl. LiBRi Grelle J. 1Ö p. 189. 
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Die n + I Grössen 00,0%, • - , weiche n + 1 tiomogenen iinearen 
Gleicliangen genügen , sind niclit alle null unter der Bedingung 

(§• 8, 2) 



y 


J/' • 


. kW 


y, 


J/.' • 


. «.<") 


• 

Vn 


• • 

Vn ■ 


• 



= 



Diese Gleichung hat die gegebenen particulären Integrale. Die 
Coefficienten von y, «/', . . sind proportional den aus den particu- 
lären Integralen gebildeten Adjuncten der ersten Zeile. 

2. Wenn y^ , . . , y^ particuläre Integrale der Differential- 
gleichung 

= a^ 1/ + a» 1/' + • • + a^ j/C") 



Vi Vx . . y^"""^ 



Vn Vn 



Vf^ 



(«-1; 



— mm. **"" > 



sind, so hat man insbesondere 

yv yx' ' ' y^*"^'^ yi^^ 

• • •- • * « 

y« yn' . . !/«<"-'> 3/»^"> 

Nun ist der Dividendus der DifferentialcoefBcient des Divisor (§. 3, 
1 5) , folglich *) 

2/i 1// . . 1//""*^' 



dx 



log 



• • • • 



yn yn • • 1/«^'*"**^ 

yx y: . . 2/1 ^"-^> 



_ _ ^»^i 



"n 



yn yn 



2/« 



(n-1) 



SSB « 






3. Die Integration der linearen DiJSerentialgleichung nter 

Ordnung 

(I) a = a^ y + a, 1/' + . . + a^^ y('*) 

worin a, ao , a^ , . . von y^ y\ . . unabhängig sind , lässt sich auf 
die Integration einer linearen Differentialgleichung (n — m)ter 



*) Abel Grelle J. 2 p. 22. Vergl. Malmsten Grelle J. 39 p. 91 und Tissot 
Liouv. J. 4 7 p. 4 78. ' 
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Ordnung neduciren , wenn m particuläre Integrale der einfacheren 
linearen Differentialgleichung nter Ordnung 

(11) »Oo 2/ + ttj 1/' + • . + a„ y^") 

gegeben sind. Lagrange (Misceil. Taur. 3 p. 479) hat diesen 
Satz 4764 ausgesprochen und die Möglichkeit der Reduction nach- 
gewiesen. Die Reduction ist von D^Alebibert (1. c. p. 384) in 
kurzen Umrissen ausgeführt worden, mit dessen Verfahren Libri^s 
Abhandlung über diesen Gegenstand (Grelle J. 40 p. 485) zusam- 
mentrifft. Nachdem mit Hülfe der Determinanten von Malmst^n 
(Grelle J. 39 p. 94) die Ableitung des allgemeinen Integrals der 
Gleichung (II) aus /} — 4 particulären Integralen derselben gezeigt 
worden war, hat Joachimsthal (Grelle J. 40 p. 48) auch die Re- 
duction der allgemeinem linearen Differentialgleichung (I) durch 
m gegebene particuläre Integrale der Gleichung (II) auf analoge 
Weise ausgefuhrl; Das hierzu dienliche Verfahren ist zum grossen 
Theil bereits von Lagrange vorgezeichnet, der in einer spätem 
Abhandlung (M6m. de Berlin 4775 p. 490) das allgemeine Inte- 
gral der Gleichung (I) durch n particuläre Integrale der Gleichung 
(II) dargestellt hat. 

Wenn die von x abhängigen Grössen yi\ y^^ . . , y^, g^g^~ 
bene particuläre Integrale der Gleichung (II) bedeuten , so lassen 
sich ebensoviel Functionen von x , welche durch ^i , ^2 ? -• i ^m 
bezeichnet werden, nach Auflösung einer allgemeinen linearen 
Differentialgleichung (n — m)ter Ordnung durch m Quadraturen 
dergestalt bestimmen , dass 



y = 6j i/i + 6j 2/, + . . + 6,„ y, 



m 



das allgemeine Integral der Gleichung (I) wird. Bezeichnet man 
nämlich 



SO erhält man 



rf J: ^^^^^ Vik > -^ durch bi. 



unter den Bedingungen 
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• • 



welche die Verhältnisse 6^ : ^21 • ^n • • • bestimmen. Ferner er- 
hält man 

!/(»«) SS 6, 2/„„ +••+&«, 2/mm + « 
WO 

eine bestimmte Function von x. Ebenso ist 
wenn 

dz 

!/(«• + ») » 6, l/,,,rt + a + • • + ftm t/;»,m + 2 + »" + «ii + «2 

wenn ' 

wenn 

Indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit üq, a^, . . 
multiplicirt und dann addirt, so findet man vermöge der über 
^1 9 ^2 } • • 7 Vm gemachten Voraussetzungen 

fl = «w Ä + a^^i s' + üfn + t ä" + • • + a„2(*»""'> 



+ O« »«- 



m 



als Bedingung , unter welcher i>i yi + 62 ^2 -*-•• + ^m ^m ®^^ 
Integral der Gleichung (I) ist. 

Zur Berechnung der Grössen ^i , • . , ^^yj , ^1 ^ ^2 ^ • ' bilde 
man die Determinante mten Grades 
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B. 



Vv 



i/i,iM— a Vtf» 



• • • 



und die AdjuDcten ly^ , . . , ^m d®"* letzten Colonne. Wenn man 
die tte Zeile mit b^^ muUipIicirt und zu ihr die übrigen der Reibe 
nach mit 6^1 , 621» •• multiplicirten Zeilen addirt, so versdiwin- 
den ihre Elemente mit Ausnahme des letzten, welches für 
^ = m * 1 , m, m 4- 1 , . . die Werthe j5 , jg^ , Z2, . . annimmt. 
Also ist 



2, = 



— _?»lL — . 



^m— i 



^__ "Dt + 1 -^ 



^m-i 



»» « ' * 1 Ä 



X 



Die Grössen q , C2 , . . sind gegebene Functionen von x , mithin 
werden, nachdem z gefunden ist, 61 , 62» • • durch Quadraturen 
berechnet. Durch Differentiation findet man 









q» J5 + C^ J5' 








*« ^ 


C,-2 3 + 2 C,-, 3' + 


c^y 


folglich ist 




«is = 


C^, J5 + 3 Ci2 jl' + 


3 c... ;» 


a » 




«»« 
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^m-t-i 


(C| z + s') 
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^m + 2 
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+ Cj 3 


z" 



ff 



+ C|* 



w 



a 



a 



+ 021« + ^2 ^' 

+ C, 5 

m+4 C„ 3 + 3 C,j 3' + 3 C,i Z" + Ci J5(') 

+ C22 Ä + 2 c„ «' + Cj a" 

+ C,i Ä + C3 a' 
+ c^ 3 



M 



die lineare Gleichung (m—n) ter Ordnung, welcher die Function z 
zu genügen hat. Aus dem Werth z lassen sich dann die Functio- 
nen 61 , 62 » • • j ^m berechnen , so dass 
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ein Integral der Gleichung (Ij wird. Da in den particulären Inte- 
gralen yii y^i • • ? ^m ^^^^ üblicher Voraussetzung unbestimmte 
Constanten nicht vorkommen , da ferner das allgemeine Integral z 
der zuletzt gefundenen linearen Gleichung n^m unbestimmte 
Constanten enthält, und durch m Quadraturen bei der Berech- 
nung von ^1 } ^2 7 - • 7 ^m ai^dere m unbestimmte Constanten ent- 
stehen , so hat das gefundene Integral der Gleichung (I) die erfor- 
derliche Anzahl von n unbestimmten Constanten, und ist das 
allgemeine Integral derselben. 

4. Die lineare Differentialgleichung, welche zur Integration 
der gegebenen Differentialgleichung zu lösen übrig bleibt, ist im 
Allgemeinen nicht lösbar , wenn sie die erste Ordnung übersteigt. 
Also kommen besonders die Fälle m=n und m=n-**4 in Betracht. 



Für m = ?^ ist a = a^ J3 , 



R 



« — i 



Vx Vxx 



Vx^n- 



Vn Vnx • • Vn,» — i 

r]i die Adjuncte von «/,',|»i und 



dx 



folglich ist das allgo^elne Integral der Gleichung (1) 






X 



Vn 



Jon ^n-x 



dx 



wie Lagiangi a. a. O. bemerkt hat. 

Für m = n — 1 ist a = a^_iJs-i-a„(ciJ3 -i-js') und i/,- der 
Coefficient von !/,„ in 





Vi Vix Vi,n-J Vi/* 


Ä.« = 


• • • • • • 


« 


^« — 1 t/n — 1,1 • • Vn — i,n — 3 Vn—Xyfi 


tji die Adjuncte von y,„ und 







Nun ist (IR^^i = Ä«-2C?^ (§• 3 , 15) , folglich 



aÄ„_a =san-i'*n-j«-*-ön(Ä»-i3 + Ä„_2V) == «n-i '^n-«* + «n(Ä«-»»)' 
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Zur Auflösung dieser Gleichung bedarf man eines particulären 
Integrals Uf der Gleichung » a„_i u -i- a^u' , nämlich 

Setzt man nun das zunächst gesuchte allgemeine Integral 

folglich nach der angenommenen Bezeichnung 

SO erhält man, weil a„_iWi H- a„Mii nach der Voraussetzung 
verschwindet, 

mit einer unbestimmten Constante. Zur Bestimmung von b^ hat 
man endlich 

^i = p « -p «■ ^t 

mit je einer neuen unbestimmten Constante , so dass 

das allgemeine Integral der Gleichung (I) ist, wie Joachimsthal 
(I. c] bemerkt hat. Den besondern Fall a=: 0, in welchem t^i 
selbst zur unbestimmten Constante wird, hatte MalmstUn (1. c.) 
früher analog behandelt. 



§. 10. Product aller Differenzen von gegebenen Grössen. 

1. Wenn man in der Reihe der Grössen <Xi , ct2 , . . , a,, jede 
von allen folgenden subtrahirt, so erhält man |^n(n— -1) Differen- 
zen , deren Product 

(«a-ai)(«3-«i) • • («n-«i) 

. • • • 
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durch J[ai , •-, ct^ bezeichnet wird. Dieses Product reducirt 
sich auf eine Determinante nten Grades, deren Zeilen geome- 
trische Progressionen enthalten, nämlich"^] 
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.'/;«, , . 


. , «h) = 
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Beweif. Das Product z/ ist alternirend (§. 1, 4]. Wenn nun 
«1*02^ ^3^- • ^^^ Glied von J ist, so ist a^^ a^^ ot'^^ • . ein Glied von 
— -^, folglich —«2^01^03^*.. ein Glied von J. Diese beiden 
Glieder von J sind entgegengesetzt gleich , wenn die Exponenten 
a und 6 einander gleich sind. Also braucht man , um alle Glie- 
der des Products zu bilden, fUr die Exponenten a, by c^ . . nur 
verschiedene Zahlen zu setzen, und zwar Zahlen der Reihe 
, 1 , . . , w— 1 , weil kein Exponent den Werth n erreichen kann. 
Die Glieder, welche aus 



«,• a,* nfj* . . « 



» — i 



H 



durch gegenseitige Vertauschung der Exponenten entspringen, 
lassen sich auch durch gegenseitige Vertauschung der Dignanden 
ableiten , und sind Glieder von ^ oder von — z/ , je nachdem sie 
durch Permutationen der einen oder der andern Classe entstan- 
den. Also ist das Product J von der Determinante 

-- — "i "2 • • w» 

nicht verschieden (§. 2,2). 

.Jn(tt-i) 



Von ailen 2 
Übrig, also 



Gliedern des Products bleiben nur nl 



bei 3 Grössen 6 statt 8 
» 4 » 24 » 64 

» 5 » 120 » 1024 u. s. w. 



*) Cauchy J. de V6c. polyt. Cah. 17 p. 48. Analyse alg6br. III, 2 und 
Note IV. Jacobi Grelle J. 22 p. 360. Das Product der Differenzen der Wur- 
zeln einer algebraischen Gleichung war von Waring, Laorange, Vander- 
HONDE betrachtet worden. Bei dem Letztern findet man nur den beson- 
dem Fall des obigen Satzes 

(ft-a) {c-^a) (c-ö) = ab^ - a'b + 6c* - ö*c + ca^ - c^a 

Hist. de i'Acad. de Paris 1771 p. 369. 
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§. iO, 1. 



Beiipiel. 



{«I A - a,/9|) >«, A - «aft («j/Jj - «3/5«) 






2. Jede ganze alternirende Function der Variablen a^ , »2 , . . , 
a„ ist durch das Product der Differenzen -^[«i , . . , a„) theilbar*). 
Denn durch die gegenseitige Vertauschung von irgend zwei Va- 
riablen erhält die Function den entgegengesetzt gleichen Werth; 
daher verschwindet sie, wenn die beiden Variablen von einander 
sich nicht unterscheiden (§.2, 4); also ist sie durch die Differenz 
derselben, mithin durch das Product J theilbar. 

Der Quotient der ganzen alternirenden Function durch das 
Product der Differenzen ihrer Variablen ist je nach der Anzahl 
der Dimensionen entweder eine von den Variablen unabhängige 
Zahl, oder eine (permanent) symmetrische Function der Variablen. 

Z. B. die Determinante (i) ^± aj^^2^ • • ^n^"^ ist eine ganze 
alternirende Function von ebensoviel Dimensionen als das Product 
J, Der Quotient der Determinante durch das Product ist \ , weil 
das Anfangsglied der Determinante mit dem Anfangsglied des Pro- 
ducts auch dem Zeichen nach übereinstimmt. In der That ist 

(§• 3, 6) 



«, «1 



«2 «2' 



«» «a 



= («2-«|)(«$-ffl) • . 



«2 — «1 f^'^ — ^i^ 
«,-«, «3* — «!* 



\ «i + Rs «1' + «,«, + «,* . 



I • 



= (ff2-«l)(«S-«l) • • 



\ Oj «2 



< «8 «S • 



u. s. w. Andre Beispiele solcher Quotienten kommen im Folgen- 
den vor. Die allgemeine Berechnung derselben ist von Jacobi 
Grelle J. 22 p. 365 gezeigt worden. 



*) Caüchy 1. c. p. *6. 



§. 10, 3. 



7» 



3. I. Wenn <p^ [x) eine ganze Function eien Grades von x 
ist, in der die höchste Potenz den Coefficienten 1 hat, so findet 



man*) 



^ Hi{< • • y«-i(«i) 



^ yi'«n) • • yw-i(«n) 



4 «. 



« 



n — 1 



• • 



4 «„ . . ff," 



= ^ 



indem man zur letzten , vorletzten, . . Golonne in J die mit den 
erforderlichen Coefficienten multiplicirten voranstehenden Colon- 
nen addirt (§. 3, 7). Wenn die höchsten Potenzen von x andre 
Coefficienten haben, so ist die Determinante J mit dem Product 
dieser Coefficienten zu multipliciren. Wenn z. B. 



so findet man 



CO ■ ■ {:-) 



4 



fr) 



«"-'.»«-»..(n-^) 



Und wenn a^ = a, «2 = 

/i 



(»-0 i 

a-i-1, . ., «,1= a-\-n — 1, so ist 

: 3«-^3"-».. (n-4) 



C) 



v»-v 



4 ; • V n-4 ; 



= 4**) 



IL Wenn gp,- (cc) = Oq,- 
hat man 

• • • • 



a^x 



«n_1,,-2P*'""^ ist, so 



» 2:±a^^ .. a,,_,,„_i/f(«j, . ., «J 



nach der Multiplicationsregel (§.6, \). 

Dem angegebenen Lehrsatz steht ein allgemeinerer zur Seite. 



*) BoRCHARDT über eine Interpolationsformel. Abhandl. der Beri. Acad. 
4860 p. k. 

**) Vcrgl. §. 3, 7. Stebn CreUe J. 66 p. 185. 
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§. 10, 3. 



Wenn 






eine Summe , deren Glieder gebildet werden , indem man für i 
und k alle Zahlen von bis n— 4 setzt, so erhält man bei noch- 
maliger Anwendung der MultiplicationsregeP) 

4. Wenn man das Product aller Differenzen der Grössen 
^1? • •/<*!! ™*^ d®"^ Product aller Differenzen der Grössen ß^, . ., /?^ 
multiplicirt, so erhält man eine Determinante nten Grades. Nach 
der Multiplicationsregel '§. 6, 3) ist 



/(«i >.•>««) ^f'ßi f • '} ßn) 



I €t^ . . «i 



« — 1 



1 «„ . . «„»-» 



I 



f ^, . . ßi 



M— l 



« • • 



^*II • • ^1» 



^ni • • ^nn 



^ ßn ' ' ßn 

wenn 

c 

oder wenn 

Insbesondere ist 






+ .. + ««*"Vn 



./(«,, . ., rt„j' 



*l • • *H — 1 



.V. 



'« 



• • 



*H— 1 *« • • *2n — « 



'« 



wenn 



Denn in diesem Falle reducirt sich das Element c,j^ der zu bilden- 
den Determinante auf die Summe der (t+A:— 2)ten Potenzen* der 
Grössen «j, . ., a„. 

Allgemeiner hat man ***) 



*} BoRCHARDT Berl. Monatsbericht 4859 p. 378 and Grelle J. 57 p. 112. 
**) Cauchy Exerc. d' anal. 2 p. 469. 
***) Catlet Liouv. J. 44 p. 898 und Borchardt Liouv. J. 42 p. 58. 



§. 40, 5; 
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£[^{a^, «„ . ., «J'] 



s. 



«. 



«m-i 



*iii— i *« • • *«m— « 



weBn dift Summe ^ie sttmmtiichen ( ** j Glieder umfasst, welche 

aus dem Anfangsglied i^(ai, 02, .., o^J^ dadurch entspringen, 
dass an die Stelle der Grössen aj , aj ,..,»,„ je m verschiedene 
ai|S der Jeil^e ^j , . . , ß^ gesetzt wprden. Denn unter df r Vor- 
aussetzung 



^ik — *«+*-« = « 



« « >-i« *-» 



er. 



+ «. 



t-i Ac-i 



+ ,. + ««*-»«„*-' 



ist die durch 8,,^ .bezeichnete Determinante in eine Summe von 



Quadraten zerlegbar (§. 6, 9), nümlich 



S- = 



'II 



'MX 



!«• 



= z 



4 i»! . . «» 



fii — i 



4 



ffi 



«« 



m — 1 



wobei das Summenaeichen die angegebene Bedeutung hat. 
5. Ebenso wird die umfassendere Summe 

durch die Determinante mten. Grades 



T = 



<. 


*, . 


• 




^«-1 

\ 





•m— i 



'«n^ 



MN— 8 



ausgedruckt"^), wenn{(o,) gegeben ist, und 
Setzt man insbesondere 

so wird ^11 = ^ii^'~'^i«-i-t ? ^nd <1>^ Determinante T lllsst sich in 
eine Determinante (ir-i- 4 )len Grades transformiren, wie folgt''**). 
Nachdem man jede Co|onne mit ^1 multiplicirt )iat, findet 
man (§. 3, 3) 

*) JoACUMSTHAL Cr«lle J. 48 p. 394 und Borcharot übet eine Interpola- 
tionsformel p. 8. 

'^) Vergl. Jacobi grelle J. 39 p. 4S9. 

BaltK«r, Determ. 4. Aufl. $ 
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§. 10, 5. 



T = 



«. 




«1 




• • 


4 


u, - f#,ir 




«.^ — «1 j? 




• • 





• 




• 

• 




« • 


• 


«*«-««- 


jOP 


«m + i -«m 


X 


• • 






Addirt man zur zweiten Zeile die mit x multiplicirte erste Zeile, 
so behält man in der zweiten Zeile 



«. 



«.. 



u, 



m 



X 



Wenn man diese mit x multiplicirt und zur dritten Zeile addirt, 
so behält man in der dritten Zeile 



«» «. 



• • 



u 



m-«-i 



iC* 



u. s. w. Daher ist unter der Voraussetzung (I) 



T = 



«0 «l 



«l «« 



• • **W — l ^ 



•to 



a? 



'm 



**«!-». i • • ^tm — \ ^ 



m 



Setzt man ferner 



(11) 



. x(^i) = M^ - «t) (y - «,•) 



so wird 



und die Determinante T kann in eine Determinante (m- 
Grades transformirt werden. Man hat nämlich wie vorhin 



•2)ten 



T = 



u^ — tt^a; 



«2— 1*1 a? 



«3 - w^a? — (w^- «, a?)i/ «^ — ni^x - («j- «2a;)y . 



«#, - ««a? 



3/ «2 - «ja; 



iT «» + 1-«*^^ 



4 

4 «, Wi — w, a? . . 

y ^i u^ — u^x , , 



• «m--«w-ia? 



• 


«*m + i-«m^ 




• 
• 


««m- 


•««m-i 


a? 





4 


a? 


■ 


4 


«• 


«*i 


• 


y 


^1 


w« 


• 


• 


• 


« 


• 


1/*" ti,„ 


««^i' 


• 



a^ 



u, 



m 



U 



m-hi 



'am 



§. 10, 6. 
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6« ÜDter der Voraussetzung 
kann die Determinante mten Grades (4] 



^m — 



«, 



*m — 1 *m 



*m — 1 



'm 



'«m— 1 



= JS\^{a,, .., aj'j 



durch die Coefficienten von fix) ausgedrückt werden. Man bilde 
aus den m—2 Zeiten 







4 0... 








4 . . . 








4... 




[)lg 


,endc 


(n Zeilen 










. . 0- ^0*1 


*»i— i 








• • «^ »1 • • • 


*« 



^««1 — 



S^ S^ 



'im— 3 



*2»i — 



ein System von (27w— 2)^ Elementen, dessen Determinante von 
S^ nicht verschieden ist (§. 3, 3). Die Colonnen dieses Systems 
werden transformirt, die erste, indem man sie mit a„ multiplicirt ; 
die zweite, indem man sie mit a^ multiplicirt -und zu ihr die mit 
^n— 1 multiplicirte erste Colonne addirt; die dritte, indem man 
sie mit a^ multiplicirt und zu ihr die mit a^.i , %_ 2 multiplicirte 
2te, Ue Colonne addirt; u. s. f. Dadurch entsteht das System 
der w— 2 Zeilen 



a. 





» *« — i **« — 2 



a, 



n 



««-i 



a. 



n 



und deriw— 1 folgenden Zeilen, die mit m— 2, m— 3, 
anfangen, 



. Nullen 






6* 
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§. <0, d. 



und der Schlusszeile 

Die Determinanlf dieses Systems hat den Werlh ««^"""^Sm 
(§. 3, 4. u. 7], und die Elemente I^Qnnen n\H HQlfe der Ncwtpn'- 
sehen Identitäten *) 

a^*, = nun 

ö«*i + ««-1*0 = (»-<)ön-i 
an«a + ««-1*1 + ««-«*o = (»-2)a„., 



reducirt werden. Für die Schlusszeile hat man, weil S(^ ^=: n ist, 



««*i = 



««*« •♦• «n-i^ 



-f»«-i 



« • 



Demnach findet man 



— a, 



3m-~3 



n 



^Ä 



«t 



««- 








«— » 



►« 






na« 






(«-i)a„_i 
(n-2)a«_. 



eine Determjnante (9m^2)ten Grades, bei welcher die «i-*2 
ersten und die m— 4 folgßnden Zeilen in Bezug auf die nicht ver- 
schwindenden Elemente übereinstimmen. Insbesondere ist . 



-««'S. 



na. 



(«-1)a„.i 



-a/S, 



««- 



«n-i «««-« 

««« {»-<)««- 1 (»-«)««-« (»-3)a„.3 



»— i 



na« 



o„_i «a„_. 



«««-. 



*««-4 



u. s. w. 



*) Newton Arithm. univers. ed. 's Gravesande p. 492. Man leitet die- 

selben am einfachsten aus der Identität der beiden für^—-^ sich cjarbie- 

• . ^ ^ ' ' ' fix) 

tenden Ausdrücke ab. 



§. 10, 8. 85 

7. Das Quadrat des Produets von allen Differenzen der 
Grössen tf| ^ 1x2 , . . , a,i (4) 

kann durch Wertbe des QiSerentialcoefficienten der Function 

fix) = «„(07 — «i) (a? - «J .-. {aj-«„) 
dfusgedrttckt werden. Man hat nämlich 

rW = («»-«,) a^ («a-P») .. . («,-««.) 

rW = («.-«i)(««-«3) «n • • («8-«J 

•'••• •••• •••• 

folglich*) 

Ebendaher findet man für m'<,n 

wenn P das Product aller Differenzen der Grössen a^ , . . , «^ von 
den Grössen (Subtrahenden] a^^i , • • > ^n bedeutet. 

Beiipiel. Wenn ai, .. , o^i die nten Wurzeln von 1 sind, 
so ist 

f(x] = o?**- 1 , r(^) '=« no^-y, «,«, . . «« = (-<)"-' 

Und wenn a^ = 1 , so hat man 

8. In der Determinante nten Graden 



P = 



^ «n • «n**"* «*n 



hat das Element i/| die Adjuncte 

wie sich ergiebt , indem man die tte Zeile iur Schlusszeile macht 
(§. S, 3j. Nach der angegebenen Bezeichnung ist 



*) Caucht J. de V^c. polyt. Cah. 47 p. 485. 



86 §. 10, 8. 



Bildet man nun 

f(%) = (» - «,) («-«,) . . (2 - «n) 

SO findet man 

(-1) J[ft^y . ., «<_,, «» + ,, ..,««) = T^y^^Tj 

und daher folgende Entwickelung der gegebenen Determinante 






) 



9. Bezeichnet man durch P^ die Determinante , in welche 
P 'S) übergeht, wenn a,*" an die Stelle von w,- tritt, so ist für be- 
liebige r*) 

« '■ « ** P 



r(«i) • n««)- -^-/K,..,««) 

Die Determinante P^. ist null, wenn die letzte Colonne mit 
einer der tlbrigen Colonnen übereinstimmt. Also verschwindet 
die Summe der Quotienten für r = 0, 1 , . . , /i — 2. 

Die Determinante P^ geht in das Product J über, wenn 
r = n — 1 . Also hat für r = n — 1 die Summe den Werth \ . 

Die Determinante P^ ist für r = /i — 1, n, n + l, .. eine 
ganze alternirende Function von a^ , .., a^, mithin durch das 
Product J theilbar (2) . Also ist für ganze r > n — i die be- 
trachtete Summe eine symmetrische ganze Function Q^ der Grössen 
«1 , . . , a„ von r -^n-^ \ Dimensionen. 

Wenn nun q)[x) = o^^ + % a? -i- a^x^-^ . . ist, so findet man 
aus 



' ''•(tk) "^rw ■^••■^ n««)) 

( «/'^ ctg' «n* \ 



*) Caucht l. c. p. *97. 



§. iO, 10. 87 

durch Addition der Colonnen die Summe 

y'(«i) . ^ y(«n)- 
na,) ^"^ r{«n) 

und durch Addition der Zeilen den Werth dieser SuHime^ der null 
ist, wenn q>(x) (n— 2)ten oder niedern Grades, der aber 

beträgt, wenn q>{x) hohem Grades ist^). 

Nach dem von Ehler (Galc. diff. II, 407] formulirten Funda- 
mentalsatz über die gebrochenen Functionen ist 





• • "T" 


' - * :r/^«V 


/A = 0. 4. 9 



Nun ist 

) 

Also ergiebt sich in der Entwickelung der identischen Ausdrücke 
nach fallenden Potenzen von z als Coefißcient von z"*""^ einerseits 



+ • • + -77^ d- J- Qf 



andrerseits (Euler Introd. I, 270) 

so dass die Summe der Producte von je r + i ^ n gleichen oder 
ungleichen Factoren der Reihe «i , . . , a„ den Werth Q^ aus- 
drückt**). 

10. Durch Entwickelung der Determinante (1j 

< «1 . . «j"*"* 



^(«1 » • • » «n) = 



^ «n • • «n""* 



nach den Elementen der iten Zeile erhalt man 



^ *) Den ersten Theii dieses Satzes hatte Euler Calc. integr. II §. 4 469 
gegeben. Zwei allgemeinere Sätze hat Baioscm Grelle J. 50 p. 239 hinzuge- 
fügt. Der Satz wurde von Jacobi Grelle J. 14 p. S84 auf Functionen von 2 
Variablen ausgedehnt. Die Wertbe P^ und Qf.i^T negative ganze r, sowie 
die Determinante eines Systems, dessen Zeilen Potenzen der a mit beliebig 
gegebenen ganzen Exponenten enthalten , sind von Naegelsbach Programm 
^weibrücken 1874 untersucht worden. 

**) Jacobi Disq. de fract. simpl. 4825 p. 5. 
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• §.40, 10, 



Denselben Werth hat (8) 
Nun ist 

wenn man durch C^f^ die mit dem Zeichen (~4)^ versehene Summe 
der Pioducle von k verschiedenen Grdissen der Reihe «| , . . , a|..i^ 
^t'+i 9 ' * ' ^fi bezeichnet. Daher hat man die Identität 

11. Aus dem linearen System 



a7j + Xjffj + . . + «z^n^ 



»• — i 



» — 1 



tt. 



3/j + Xj 01^ + . . 4 Xf^ tif^ 

findet man nach §.8, 1 
mithin (40) 

Wenn man zu dem gegebenen System die Gleichung 
hinzufügt, so erhält man (§. 8, 2) 



4 


«1 


< • 




«1 


• 

4 


• 
«n 


• • 


• • • 


• 


« 


S 


3' , 


. y"-» 


vi») 



In dieser Determinante hBiip(M) den CoetBcienten ^(ai, . ., tfj 
und w^ den Coefficienten — z/(ai, .., «i— i, iJ, «i+i? ••> ^^^n)- 
Nun ist 



und nach der obigen Bezeichnung (8) 



(a-«<)r(a<) 



§. 40, 43. 
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folglich hat man*) 



M 



f\z) 



zur Berechnung der Function (n ~ 4 ) ten Grades, welche entsprechend 
den Werthen «1 , . . , a,| der Variablen die Werthe Uj , . . , «„ an- 
oimmt. Die Unbekannte xi^ ist der Coefficient von js^~^ in fp[z)^ 
und erhält den oben angegebenen Werth, wenn man 





1 \''i 


= 3« 


-»+ Ci,5«-»+ .. 


entwickelt (40). 


12. Aus dem linearen System 


tl/| + . • + *^n ** 


• . • . . • 


a?, «i»-» + . . + a;„ «„**-* « <«-> 


erhält man (§. 8, 4) 




1 . . 1 




. . < 1 4 


Xi 


«1 • • «n 

. • • • 


= 


« • • • • 




«,«-» . . «^'-> 




. . ««_,•-' f- ' «<+, 



»->! 



Setzt man beiderseits das tte Element ans Ende^ so bleibt übrig "^"^j 



Xi = 



m 



13. Aus dem allgemeinern linearen System 



^i 

^1«! 









a?!«! 



n — I 



+ . . + X- « 



n — 1 _ 



#1 — >• 



= U. 



findet man nach der angenommenen Bezeichnung (40) 



*) Lagrange's iDterpoIationsformel (4795) J. de l'^c. polyt. Cah. 7—8 
p. 447, welche von dem Fundameotalsatz über die gebrochenen Functionen 
sich nicht unterscheidet. 

**) Lagrargk M^m. de Berlin 4775 p. 4S5. CAucnf J. de l'^c. polyt. 
Cah. 4 7 p. 78. 
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Xir{ai) = tt,Cj,„-i + t*,C.>«a + . .♦) 

In der Thai ist 

eine Function, welche bei z = a,- auf /^(«,) sich reducirt und 
die bei den andern Werthen von z aus der Reihe a^, . • , or„ ver- 
schwindet. 

Anstatt der Grössen C^n—i , C^fn-.2) • • findet man, wenn 
f{s) = Ä« + C»Ä»-» + . . + C„.,3 + C„ 

gegeben ist, andre Ausdrücke auf folgendem Wege **) , Man bilde 
die Functionen 

f,(z) ^ z + C,* 

f^{z) = ä'+ C,z + C, 

r,(z) = 3» + C,2''+ C,«+ C, 

u. s. w. Dann hat man, weil z^ — t^ durch js — i theiibar ist, 
und insbesondere, weil/*(aj), [[a^^ , . . verschwinden. 



Ä— «, 



^'^' = /"„-.iW + ^Jn-'M) + . . + <-* 



a — «8 



u. s. w. Aus diesem System erhielt man vermöge der gegebenen 
Gleichungen 

Demnach erscheinen x^ , a?2 , . . als die Zähler der Partialbrüche, 
in welche man die gebrochene Function <, 

zerlegen kann. Für z = er,- bleibt übrig 



*) Cauchy Anal, alg^br. HI, 1. Vergl. Lagrange M6m. de Berlin <77< 
R^tlexions art. 4 00. 

**) Lagrange M6m. die Berlin 4792 p. J48. Vergl: Scheibner Leipziger 
Berichte 1856 p. 65. 
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§. 10, 14. • 91 

Hiernach sind die Ausdrücke /i(a,)^ fii'^tli - - glcich)3edeutend mit 
den oben gegebenen C,i , 0^2 j • • > u>^d enthalten die Grösse a^ 
nicht, wie man bei ihrer Bildung bestätigt findet. 

Wenn insbesondere «j = 1, t/j = ^j «3 = ^^j . . ist, so wird 



fn^M + tfn^M + .. +<""' = 



t-Z 



in Uebereinstimmung mit (12). 

14. Eine binäre Form (2n— 1)ten Grades (eine homogene 
ganze Function der Variablen x und y) kann durch n Glieder, 

• 

(2n— 1)te Potenzen binärer Formen ersten Grades, ausgedrückt 
werden *) . Denn die Form 

wird durch 

ausgedrückt, wenn die Coefficienten der Potenzen von x der Reihe 
nach mit den gegebenen Coefficienten übereinstimmen , wenn also 
^n Functionen der Unbekannten ^i , . . , 6„, «i , . • , «n ebensoviel 
gegebene Werthe Oq , . . , «211—1 haben. Dagegen würde bei der 
analogen Darstellung einer binären Form Snten Grades durch Snte 
Potenzen die Anzahl der Unbekannten von der Anzahl der für sie 
aufzustellenden Gleichungen verschieden sein. 

Die verlangte Transformation erfolgt unter den Bedingungen 



«0 


= 6i 


+ . 


. + 


f>n 


«1 


= ^«2 


+ . 


. + 


f>n «M 


a. 


• ■ • • 


• • 


• 


• • 



Um denselben zu genügen, bildet man die Function 



*) Sylvester (Philos. Mag. ^851, U p. 394) hat diese Transformation ge- 
zeigt und den gesuchten Ausdrnck den canonischen genannt. Ueber den 
canonischen Ausdruck einer binären Form geraden Grades hat Sylvester 
a. a. 0. und Cambr. and Dublin math. J. 9 p. 93 Untersuchungen mitgetheilt. 
Vergl. Cayley Grelle J. 64 p. 48. 



n 
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§. 10, 14. 



f{s) « («-.«,) . . (»-«,) =» C„ + C««|Ji 4- • • + C|.ä' 



n— 1 



+ a' 



nvelche verschwindet , wenn z einen der Wcrthe «i , «2 > • • *>^* 
nimmt, und demgemäss aus der Iten, 2ten, . . Bedingung, in- 
dem man jedesmal die n folgenden Bedingungen hinzuzieht, das 
System von Gleichungen 

Daher ist nun 



«• 


«1 • • «n 


««-1 


«n • • »»-i 


< 


» . . '"-n») 



«6 


«1 


• • 


«n 




• 


• 


• • 


• 


^ 


*n-i 


fl* 


• • 


«an-i 




< 


z 


• • 


«« 





a. 



«n-i ^ 



ö|» • • »8«-l * 



^A*) 



also sind «i, .., «n <1^® Wurzeln der Gleichung Äs=0. Diese 
Gleichung gehört zu den oben (5) betrachteten. Die Grössen 
ft) , ..,&,! werden dann aus den ersten n Bedingungen gefunden 
(13) ; und zwar ohne Unbestimmtheit, wenn die Wurzeln ai , . . , «,, 
endlich und von einander verschieden sind. 

t5. Wenn die ganze Function ^{t^ j * - ^n) ^^ Bezu^ auf jede 
der Variablen den (n—ljten Grad nicht übersteigt, und wenn 

so findet man durch wiederholte Anwendung von Lagratigb^s In- 
terpolationsformel (II) 



A«i ) • • A w A . C . ,p r («*) • • r («1») («1 - «a) . . («n - «p) 



y («A> «<>••> « p) 
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eioe Sumine von ifi Gliedern , welche dadurch gebildet werden, 
dass man für A, i, , ,, p alle Zahlen von 1 bis n seU^. 

Wenn insbesondere die Function tp altemirend ist, mithin 
' zu ^(^ , . . , tj ein constantes VerhftUniw hat (S) , so verschwin- 
det jedes Glied der Summe, in welchem die Nummern h, iy . , , p 
nicht alle von einander verschieden sind, und man hat für 
hy i, , , , p nur die Permutationen von 1 ^ S, .., n zu setzen. 
Dabei ist (7) 

und der Quotient J{a^, a,-, .., a^) : 4(at, .-i aj hat c|e|i 
Werth 1 oder —1, je nachdem die Reibe A, i, •.,. p mit 
4,2, . . , n zu derselben Clßsse von Permutationen gehört oder 
nicht. Daher bilden die Glieder der Summe eine Determinante 
nien Grades, und man bat"*) 

Anmerkung. Entwickelt man df^tn Quotienten 

nach fallenden Potenzen von ^i , . . , t^y und bezeichnet man den 
Co^fficienten von (^ , ^ . . Q^"^ durch 

LAW .. A(V J(^ .. W-' 

SQ erhält man auch in dem Falles dass die Function q^ in Q^zug 
auf die einzelnen Variablen den (f}-r-^)ten Qrad übersteigt, 

/'(^) . • fM J(^ . . O"' ^ ? («*) •• Fi'^p) 

also insbesondere 

L n^) . . ntn) ^^'" "^ 



*) Cauchy (Eierc. d'anal. % p. 454) hat diesen Satz gefunden und 
durch die im folgenden Artikel mitgetheilte Betrachtung bewiesen. 
**) Jacobi Grelle J. 2i p. 368. ***-) BsmOralle J. 64 p. 98. 
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§. 10, 15. 



Die Glieder dieser beiden Summen werden aus den Permuiationen 
der Grössen c^i , 02 ^ • • > ^n gebildet. 

16. Dass die Determinante 



1 



c = 



'l- «I 




/i -«w 


• 


• • 


« 


4 




4 


'n-«i 




<«- «n 



den angegebenen Werth (15) 



(~4) 



fit,) . . rfg" ' 



besitzt, wird durch folgende Betrachtung erkannt. Wenn man 
die Zeilen der Determinante C der Reihe nach mit [{t^) , [{t^j , . . 
muHiplicirt, so erhält man 



Cfity) ..fitn) = -2'± 



ru^) 



h - «1 f 



f{tn) 



H ^ «» 



eine ganze alternirende Function (2) sowohl von ^1 , . • , ^^ , als auch 
von «1 , . . , a,^ , und theilbar durch ^(^, , • • ? 'n) -^('^i ?••><*!»)• '^^** 
Quotient ist eine von den Grössen ^1 ^ • . , ^^ , ^1 9 • • ? ^n unabhän- 
gige Zahl, welche sich dadurch ermitteln lässt, dass man den 
Grössen ^^ , . . , f„ der Reihe nach die Werthe a^^ . *^a^ zuertheilt. 
In diesem Falle verschwinden alle die Elemente der Determinante, 
welche neben der Diagonale stehn ; daher bleibt von der Deter- 
minante nur ihr Anfangsglied übrig, welches in 



übergeht (7 j . Also ist 



(-4) 



i«(«-») 



der gesuchte Quotient. 



17. Die Adjuncte y,^ des Elements — - — entsteht aus der 

Determinante C (16) durch Weglassung von t^ und ctj^ in den 
Reihen i\^»* \ t^ und cti , . . , a„ und durch Multiplication mit 

( — l)'**"^*. Daher hat man y^^ 
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• ■ - — ■ ■ ■ • • ■ ■ ■ ■ • • — ■ ■ ■ — 

Indem man noch die Function 

g[z) = (z^t,)(z^Q . . («-0 

bildet, findet man (8) 

und mit Hülfe dieser Werthe 

18. Aus dem linearen System 



^x 


+ • 


• + 


^« — !£ 


<l-«l 


«1 — «n 


^. 


-h • 


• + 


* — «1 


^»-«1 





findet man nach §. 8, 1 
mithin (17) 

^ g(«*) i/^(0 «I . . ntn) ^n f*) 

Anmerkung. Der besondere Fall, in welchem alle Zeilen 
und Colonnen des Systems 



t*. 



^-«1 ^-«« ' 



4 



^» — «i 'n — «n 



«n 



harmonische Reihen sind, kommt in der Theorie der approxi- 
mativen Quadraturen vor (Gauss 1814 Gomm. Gott. Tom. 3 



*} Hadenkamp Greüe J. 32 p. 484. 25 p. 4 82. Liouville J. H p. 466. 
Hermite Grelle J. 52 p. 43. 
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§. 10, 18. 



Vergl. hcoMi Grelle J. 1 p. 301 , Scirllbach Grelle J. 16 p. 19^, 
ScHBiBNER Leipz. Berichte 1856 p. 73, u. A.) und. ist von Joa- 
GBiMSTRAL Grelle J. 48 p. 4H neu behandelt worden. Vergl. auch 
LiGowsKi Grunert Archiv 36 p. 181. 

19. Wenn man die Determinante (16 ff.) 



nach I,- differentiirt, so erhäU man eine neue Deterfninaiite, weiche 
von C dadurch sich unterscheidet, dass ^ie Elem^^^ (il?r i't^p 
Zeile 

-4 -4 



sind (§. 3, 45). Daher ist*) 

• 

4 


• 

4 




• 

4 


• • 

4 




«« - «.)' 


('n-«V' 



s= B 



20. Wenn man die Determinante B durch die Determinante 
C dividirt, so erhält man 

JL = ^ ^ 

eine Sumvie, derep Glieder gebildet werden, indem man fiir 
hj i, , , j p alle Perpoutationen der Nummern i, 2, . . , n setzt "^"^j. 



Bawaii. Das Product 



« 

ist eine ganze altemirende Function sowohl von ^i , . . , ^^ , als 
auch von cti , . . , a^y und theilbar durch J(ti , . . , ^J ^{oi , . m^h)- 
Der Quotient ist eine symmetrische Function ^(hj-'y^ntj welche 
in Bezug auf jede der Variablen den (n— 1)ten Grad erreicht und 
daher (15) durch 



1 



*) Bqrcbaibt Btrl. MoBatsbericht IBS5 p. 465 und Crelle J. S8 p. 4 §8. 
*) BoRCVARDT a. a. 0. Vergl. Joachimsthal Grelle J. 58, p. 488. 
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dargestellt werden kann. 

Wenn nun ^i , t2 , . . , t^ der Reihe nach die Werthe ct;^ , 
a,-, .., ttp erhalten, welche nicht alle von einander verschieden 
sind, so verschwindet 

fit )* 

weil nicht nur Ä, sondern auch ; '^ verschwindet, während 

fj — «I 

z. B. ^1 und ^2 n)]t a;^ zusammenfallen. Also findet man alle nicht 

verschwindenden Glieder der Summe, indem man für Ä, i, . . , p 

alle Permutationen der Nummern 1 , 2 , . . , n setzt. Wenn aber 

kl hl • • > ^fi ^^^'^ Reihe nach die von einander verschiedenen 

Werthe a^, a^-, . . , a^ erhalten, so bleibt von der Determinante 



nur ein Glied e [f(a^) /*(»,) . . /^(«p)]^ ttbrig, während 
übergeht. Daher ist 

^{f, , . .) ./(«, , . .) (/, -«*)•• (<« - «p) 

Anmerkung. Nach (19j hat man die Identität 

Der Differentialcoefficient (§. 3, 15) ist der Quotient einer alter- 
nirenden ganzen Function von /^ , .., f„, dividirt durch /*(^i)2. . 
/*(fJ2. Indem man denselben durch J{tij .., ^J dividirt und 
den Quotienten mit f(ti) . . /*(f„) multipticirt , erhält man die er- 
zeugende- Function aller ganzen symmetrischen Functionen von 
den Wurzeln der Gleichung f{z) = 0. Denn die Enlwickelung 
der Identität nach fallenden Potenzen von ^ i , . . , ^n ß'c'^^ einer- 
seits die symmetrische Function der Wurzeln 

Baltzer, Detenn. 4. Aufl. 7 



n 



98 §. 40, 20. 






andrerseits den Ausdruck derselben durch die Goefficienten der 
Gleichung , worüber man in der angeführten Abhandlung weitern 
Aufschluss findet. 

21. Wenn F^ (js) , . . , F^(z) ganze Functionen und a?i , . . , £C^ 
veränderliche Argumente sind , welche für z gesetzt werden , so 
ist die Determinante 2±Fi{xi) . , F^[x^ eine alternirende ganze 
Function der Argumente x^^ . ., x^^ mithin durch das Product 
der Differenzen ^{xx, . . , x^) theilbar (2). Der Quotient kann 
unter der Voraussetzung m < n und dass keine der Functionen 
den (w— Ijten Grad übersteigt, interpolatorisch aus den Werthen 
berechnet werden, welche die Functionen bei den gegebenen 
Werthen cr^ , . . , a„ der Argumente annehmen. Bezeichnet man 
durch 

das Product der mn Difierenzen, welche durch Subtraction aller 
Grössen «i , . . , a,j von allen Grössen aJt , . . , x^ entstebn , so ist 

2:±F^ix,).,F^{x„,) ^ ^ y±fi(«,) .. FJaJDia^^,,..,a„; x^,..,xj 
.i{x^, , .,xj ^ ^y(a,, . .,«Ji>(««^.i, ..,«„;«,,. .,1«^) 

eine Summe von (^j Gliedern , welche dadurch gebildet wer- 
den , dass man für «^ , . . , a^ je m verschiedene Grössen der 
Reihe a^, » > , ^n setzt*) . 

Beweis. Bildet man q)[%) ä (js — «j) . . [z-- aj , ao ist (1 \) 



if>[Xk) if'{a,) [X^ - «J ^ • • y'(«J {xj^ -. «J 




und nach (§. 6, T 




+ Frix,) F^ixJ ^ v) V ^ ^i(«i) F^i'^tn) ^ + < 


1 


■" r/. (xj r/>(ajj ^i" (/)'(« J (y.'(«,,,) ^ a;, - «j 


^iM ~ ^m 


Nun ist (§. 3 , 4) 




y + Fi(^i) F«.{^m) _ ^± F,(a^,) . . F^ficJ 




• • 





*) BoRCHAHDT Über eine Inlerpolalioiisformel. Abband!, d. Berl. Acad. 
4860 p. 4. 



§. 14, 1. 
ferner (7) 

endlich (16) 

-Durch Einführung dieser Werihe erhäU man sofort den zu bewei- 
senden Ausdruck. 

Die Anwendungen dieses Ausdrucks, namentlich auf die 
Reste , welche bei der Entwickeln ng des Quotienten einer ganzen 
Function /* (js) durch q)[z) in einen Kettenbruch entstebn^ und 
auf die Nenner der Näherungsbrüche für denselben Kettenbruch, 
findet man in der angeführten Abhandlung. 

§«11. Norm, Resultante und Discriminante. 

1. Wenn o eine eigentliche nte Wurzel der Einheit bedeutet, 
deren Potenzen a*, . . , a""*! von 1 verschieden sind, so bat eine 
ganze Function derselben n Glieder*) , z. B. 

(f>(a) = a, + a^a + . . + a,|„ia""~* 

Die n conjugirten Werthe g>(a) , welche den Werthen a entspre- 
chen , sind die Wurzeln einer bestimmten Gleichung nten Grades, 
deren Coefficienten von o unabhängig und ganze Functionen der 
Grössen a sind. 

Um q>{a) durch die Grössen a zu bestimmen, bilde man durch 
Multiplication mit o unter der Voraussetzung a** s 1 das System 
von n Gleichungen 

= a, --y(«) + Oj« + ö,«* + , . 

= a„_j + ««-.!«+ K-y(«))«' + • • 




• • 



welches für die Grössen 1 , a, cr^, . . homogen und ersten Grades 
ist. Nach §.8,2 ist 



*) Vergl. Warikg Mise. anal. 4762 p. 44, Euler 4 764 (Nov. Comm. 
Petrop. 9 p. 70) , Lagrange R^flexions . . 67 ff. (M6m. de Berlin 4774). 
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§.41, \ 






ö. - Vi«) 



= 



die gesuchte Gleichung nlen Grades fUr q>{a) mit den Wurzeln 
g)(a^) , . . , qp(of„) , wenn die wlen Wurzeln von I durch er, , . . , a„ 
bezeichnet werden. Die Adjunclen einer Zeile bilden dann eine 
geometrische Progression , deren VerhUltuiss a ist. Wenn die erste 
derselben null ist^ so sind alle Adjunclen null. 

2. Das mit dem Zeichen (—1.'* versehene Product der Wur- 
zeln (p[ai) .. (p{cc^] wird gefunden, indem man das von q>(a) 
unabhängige Glied der Gleichung durch den Coefficienten von 
[y •«)]** dividirt. Daher wird das Product der n conjugirten Werthe 
if^uj y welches die Norm der ?i deutigen Function (p(a) 
heisst, durch eine Determinante nten Grades ausgedrückt*]. 



N(/(«) = V'(«J (f'itt^) . . (f{a„) = 



«0 

a. 



a. 



a. 



o. 



• • 






Von den w** Gliedern des Products bleiben nur die w ! Glieder der 
Determinante übrig. 

Di*e Determinante ist durch qp(ai) , (p(cc2) • . Iheilbar. Denn 
die erste Colonne des Systems vermehrt um die mit a^ , a^^, . . 
multiplicirlon folgenden Colonnen enthJllt die Elemente 9>(tti); 
aiqp(ai) , . . ü. s. w. 

Dasselbe Resultat kann man auf dem Wege ableiten, der im 
Folgenden (6) bei dem allgemeinern Problem angezeigt ist , indem 
man die Detei*minanle (§. 40, \] 



*) Spottiswoode 4 853 Grelle J. 51 p. 375. Dem daselbst gegebenen 

Ausdruck ist das Zeichen ( — 4)*'"""*'^'*"''^ hinzuzufügen. Vergl. Stern 
Grelle J. 73 p. 374. Die »Norm einer complexon Zahl« als das Product der 
Zahl mit der conjugirten Zahl hat Gauss 1834 eingeführt Theoria resid. 
biquadr. II §. 30. Das Zeichen N wird nach Dirichlet 4842 Grelle J. S4 
p. 295 gebraucht. Die »Norm einer mehrdeutigen algebraischen Function« 
findet man Ihm Kummer de numeris complexis etc. Breslau 4 844 (Liouv. 
J. 42 p. 487). 



§. 11, 3. 
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./(«,, .., «n)V'(«!) • • y(0 - 



in das Product 



I 

j 7'K) 






a« 



a. 



ö«-l «0 



«, 



«, 



«2 «2* 



zerlegt (§. 6, 1). 

3. Die Determinante des Systems, dessen Zeilen durch cy- 
clische Vertauschung aus der jedesmal vorhergehenden Zeile ge- 
bildet werden, 



o. 



a. 



a. 



n— i 



»n-i «0 



a 



ra— 2 



a. 



ö. 



o. 



die Norm der ndeutigen Function q>{a) , hat die Eigenschaft , dass 
in jedem Glied der Determinante die Summe der Indices durch n 
theilbar ist. Denn das kie Element der /ten Zeile hat den Index 
— e-f-Ä; oder n — i^kj je nachdem i weniger oder mehr als k 
beträgt. Wird nun ein Glied der Determinante aus dem rten 
Element der Iten Zeile, aus dem sten Element der Sten Zeile, aus 
dem tien Element der 3ten Zeile, . . {J^ebildet, so ist die Summe 
der Indices von 



— 1 — 2 -3 - . 



5 + i + • • d, i. 



um An verschieden , wo k eine Zahl der Reihe bis n— 1 bedeu- 
tet. Z. B. für n = 3 hat man 



y*(«iMr(«2) v^K) - 



«0 


«l 


a. 


«2 


«0 


«1 


«1 


«2 


«0 



= o^* + a/ + aj' — 3a,o,aj 



Die ganze Function f(x) wird durch A-hBx, C-k-Dx-k-Ex^ . . 
ausgedrückt, wenn durch A^ B ganze Functionen von oc^, durch 
Cj Dj E ganze Functionen von a?^, u. s. w. bezeichnet werden. 
Daher ist 

f^fixy^) =s fi—oß) f{x) eine ganze Function von a;', 

N/'(a;ir<) = f{ax)f(a*x)f{x) eine ganze Function von o;*, u. s. w. • 



1 
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§. 41, 3. 



Umgekehrt wird die obige DelermiDante auf das Prodact zurück- 
geführt in Fällen , welche eine unmittelbare Angabe des Products 
zulassen. Z. B. 

I. Wenn 04,02,.., o^_i den Werth 1 haben , so ist 



4 a, 1 



(a,~4 + n)(a,-4) 



» — 1 



II. Wenn Oq , Oi , 02 , . . eine geometrische Progression bil- 
den , und zwar o^ = 1 , Oi = t; , u. s. w. , so ist 

1 -v* 



VW = 



4 — Vjj 



Nun sind 1 — vaj , \ — vai , . 

4 I? v» . 

v*-* 4 v 



V 



V* V* 



die Divisoren von \ —v^ , daher 



V 



,« — 1 



v 



n — 2 



= (4-t/»r-* 



«0 



Ili. Wenn 02 , 03 , . . verschwinden , so sind % 
- Oj 02 , . . die Divisoren von Oo** — (— «i)'*, daher 



«1 «1 



«0 «i 



o. 



a. 



= a.« - (-aj' 



4. Wenn die ganze Function 

g(x) SB 6, + 6,0? + . • + h^af^ « b^ix — ff^) . . (a? — ^J 

gegeben ist, und durch x eine Wurzel der Gleichung g{x)ssO 
bezeichnet wird , so hat die ganze Function 

f(x) ■= a^ + «ja? + . . + a^oc^ « o,„(aj-«,) . . (a? — «J 

höchstens n Glieder. Die n conjugirten Werthe f{x) , welche den 
Werthen x entsprechen , sind die Wurzeln einer bestimmten Glei- 
chung nten Grades, deren Coefficienten von x unabhängig und 
ganze Functionen der Grössen o und 6 sind. 



§. 1^,4. 



^03 



Um f{x) durch die Grössen a und b zu bestinimen, bilde 
man durch MuUiplication mit x die n Gleichungen 





» a^-^fix) + 




o, a? ->• 


a, iü* 


■♦- 




= ♦ 


(«0 


-^(jj))a; + 


a, aj* 


4- 




s « 

• • • 


• 


• • 


■f{a>))x^ 

« • • 


+ 


und die 


m Gleichungen 












rs 


ft. + 


• 6, a; + 6g a;* 4- 


• • 






= 


« 


6j a; + 6, X* 4- 


• • 






= 


♦ 


♦ h^x^ + 


• • 





Dieses System von n -*- w Gleichungen ist für die Grössen 1 , x, 
a;2, ..,0^'*'*'*'"* homogen und ersten Grades. Daher ist nach 
§.8,2 



o.-riaj) 


«1 




o. 




«0- 


■/"(«i 


«1 


6. 


• 




• • 




6. 




6, 
6. 


• 


« 




• • 



= 



die gesuchte Gleichung wten Grades für f[(x^ mit den Wurzeln 
f(ß\) y " f f(ßn)' ^*® Adjuncten einer Zeile bilden dann eine geo- 
metrische Progression, deren Verhältniss üc ist. Wenn die erste 
derselben null ist, so sind alle Adjuncten null. 

Anmerkung. Die gefundene Gleichung trifll zusammen 
mit der nach Tscbirnhausen ^) zu bildenden Resolvente der 
Gleiphung g[x) ^0. Dabei wird die Resolvente durch Verfügun- 
gen über die Coefficienten der Hülfsfunction f{x) zu einer beson- 
dern ; jeder Wurzel f{x) der Resolvente entspricht eine bestimmte 
Wurzel PO der gegebenen Gleichung g{x) =b: , der Quotient der 
Adjupctei) folgender Elemente einer Zeile , und zwar^ der nach- 
folgenden Adjuncte durch die vorhergehende. 



*) Brief an Leibniz 4677 April 17 und Ac(8 Erud. 1688 p. S04. Vergl. 
Lagrange M^m. de Beriin 1770. Räflexions . . 10 ff. 
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§. 41,5. 



5. Das mit dem Zeichen (~ 1)" versehene Produci der con- 
jugirten Werlhe fißi) , . . , fiß^) wird gefunden, indem man das 
von f(x) unabhängige Glied R der aufgestellten Gleichung durch 
den Coefficienten von [f(x)]^ dividiri. Nun ist 



R » 



a. 



^ &1 

6. 







eine Determinante (n-f-m)len Grades, von weichern Zeilen aus 
den Coefficienten a von f(x) und die folgenden m Zeilen aus den 
Coefficienten b von g{x) gebildet sind. Also ist 



g{x) = 0, ^fix) = fiß,) . . fiß^) = Ä : 6^«» 

Zugleich hat man nach der oben (§. 10 ^ 21) angegebenen Be- 
zeichnung 

bfrrißi) . . fißn) « a«** V*i>{«, > . . , «ml /»i , . . , /?«) 
= (-«)'^«m'*^'"W., • •. /»n; «1, . ., «m) 

A(^) = 0, ^g{x) = fl'W ,.flr(«^ = (-ir^Ä-ia«« 

Hiernach ist das angegebene Product im Werthe R eine 
symmetrische ganze Function sowohl der Wurzeln ß\ , . - , ß^y 
als auch der Wurzeln oci,..,«^, und eine homogene ganze 
Function sowohl der Coefficienten ao , . . , a^ von n Dimensionen, 
als auch der Coefficienten &o ? • • » ^n ^^^^ '^ Dimensionen. Die 
Gleichung Ä=sO ist die Bedingung, unter welcher eine Wurzel 
der Silv f[x) aufgestellten Gleichung null ist, so dass die Functio- 
nen f[x) und g[x) beide durch eine bestimmte Function von x 
ersten Grades theilbar sind , und die Gleichungen f{x) = und 
gf(ir)=0 eine Wurzel gemein haben. Daher ist die Gleichung 
Ä=0 die Resultante des Systems von Gleichungen 
f[x) = , g[x]^=^ (§.8,3), und die von x unabhängige Deter- 
minante it wird die Resultante der beiden ganzen Func- 
tionen f[x) und g[x) genannt. 



§. 14, 5. 



405 



Wenn die Coefificienten a^ , «m-i ? ^m--2 » • • und 6„ , 6„_, , 
b^__2f ' • homogene ganze Functionen der Variablen y ^ z von 0, 
1,2, . . Dimensionen sind, so ist die ResuHante R eine homogene 
ganze Function von mn Dimensionen derselben Variablen, und 
Ä = eine Gleichung mnten Grades für die Unbekannte y : z ^ 
Denn bei dem Uebergang von y in yt, z in zt gehn 



über in 



a, , «i , . . , 6^ , 6, , . . , Ä 



a.««», a,<*»-», . ., 6.f«, ^f»-', . ., Ä' 



Ä' = 



o,«"* 


a, e'"-» 






a,r 




• 


• 




b.t» 


5,t«-^ 






6o^* 




• 


• 





Wenn man die ersten n Zeilen des veränderten Systems mit Z**""*, 
^"*~2, . . und die letzten m Zeilen mit P""^, P~"^, .. multiplicirt, 
dann die Golonnen durch p+»»-i^ p-f-n— 2^ dividirt, so findet 
man das anfitngliche System. Nun ist 

■•■-0) 

u. s. w. Also ist R' : R eine Potenz von ^, deren Exponent 



(n-.4] + (n-ä) 



mn 



Zu demselben Satz führt die Bemerkung, dass zugleich die 
Wurzeln a der Gleichung f{x) = und die Wurzeln ß der Glei- 
chung g{x) = in a^ und ßt übergehn. Demnach geht das Diffe- 
renzenproduct D über in Z)/*'***. 

Anmerkung. Die Aufstellung der Resultante von zwei 
algebraischen Gleichungen (aequatio finalis) ist von Eulbr (Mem. 
de Berlin 1748 p. 234) auf die Berechnung von symmetrischen 
Functionen der Wurzeln der Gleichungen zurückgeführt worden. 
Zu demselben Zweck hat Lagranüe (Mem. de Berlin 1769 p. 303] 
den Logarithmus von R berechnet. Die Ableitung der Resultante 
aus einem linearen System ist gleichzeitig von Euler (M6m. de 
Berlin 1764 p. 96) und BfizouT (M^m. de Paris 1764 p. 298) ange- 



106 



§. H, 5. 



geben worden. Von dieser Ableitung ist Sylvc^tek^s diatytische 
Methode (Philos. Mag. 1840 no. 101. Vergl. Righelot Grelle 
J. 21 p. 326) und Hi8SB8 Verfahren (Grelle J. 27 p. 1) nicht 
wesentlich verschieden. 

6. Die Identität des Products b^f[ß^) . . fiß^] mit der Deter- 
minante R (5) wird ohne Rücksicht auf die Gleichung (4) bestätigt, 
indem man wie oben (2j zeigt , dass R durch fiß^) theilbar ist. 
ü. s. w. 

Zu demselben Ziele gelangt man*] , indem man die Deter- 
minante 



P = 






in das Product von R mit der Determinante 



/»,"-'«/»,) »(/»,) 






"m" ~ ' fl<*m) *(«•) 



ßr-'9ißi) 



/»»"-'fl'i/»«) 



IX 



m — i 



9M 



a 



tn — 1 



tu 



fl'(«m) 



«. 



er 



m 



/». 



n + « — I 



/»n 



n •!• m — 1 



er 



n -M» — 1 



«. 



n -I- m — I 



zerlegt (§. 6,1). Zufolge der Gleichungen 

f{a,) = 0, . . , f{(tj = , giß,) = , . . , giß^) 

ist aber (§.4^2 und §. 10, 1) 



= 



fißx) . . A"""7(/?i) 



fl'K) 



fl'l«») • 



Ferner ist identisch 






• *) BoRCBARDT Grelle J. 57 p. 183. Vergl. Hesse krit. Zeitschr. f. Math. 
1848 p. 48S uod Tortolini Ann. di Matem. 18&9 p. 5, 
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folglich 

7. Die Resultante von f(x) und ^(cc) ist die Resultante von 
f(x) und g(x) + A/'(ir) , wenn diese Function von demselben 
Grade ist als ^(a^;) . Denn die Determinante R bleibt unverändert, 
wenn man zu m Zeilen des Systems der Reibe nach andre mit l 
multiplicirte Zeilen desselben addirt (§. 3, 7j , zur (n+ljten die 
4te, zur (n-i-2)ten die 2te, u. s. w. 

Die Resultante von f(x) und ix-^t)g(x) ist das Product der 
Resultante von f'(x) und g(x) mit der Resultante von f(x) und 
x^t. Denn die gesuchte Resultante ist 

Wenn die ganzen Functionen f{x) und g{x) beide durch die- 
selbe ganze Function h[x) theilbar sind, so verschwindet ihre 
Resultante identisch. Z. R. f{x) und (x'-^ai)g[x) haben die 
Resultante Rf{a^) = . 

8. Zwei ganze Functionen /*, g von Xy deren Goefificienten 
a , b gegeben oder gegebene Functionen einer Unbestimmten y 
sind, haben im Allgemeinen keinen von x abhängigen gemein- 
schaftlichen Divisor, d. h. eine ganze Function h von x, durch 
welche /" theilbar ist, geht nicht unbedingt auf in g. Wenn aber 
bei einem bestimmten Werth y die Functionen /*, g den gemein- 
schaftlichen Divisor h haben , so bestimmt die Gleichung hssO 
den entsprechenden Werth x ein- oder mehrdeutig , so dass x , y 
dem System von Gleichungen /"= 0,^=0 gentigen. 

Zur Aufsuchung des gemeinschaftlichen Divisor von 
/'und ^, sowie der Auflösungen des Systems von Gleichungen 
/*= 0,9=0 bilde man *) , wenn z. R. 



flf = 6^ + 61» + 6,33* + h^x* 



aus 



y V0 -1- v, *«/ -I- vj *«/ -I- 

/", xfy x'^fvLViA aus g y xgy x^g, x^g 



*) Vergl. 2te Auflage dieses Buchs 1864 p. 99 und den Aufsatz de» 
Verf. Leipziger Berichte 1878 p. 580. 
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Ä = 



a„ 



a. 



a. 



a. 



b. 





«. 


«1 


«1 


«s 


«. 


ft. 


6, 


*. 








*. 


*. 


6. 


ft. 








6. 


ft. 


6, 


*. 








*. 


6. 


*, 


6. 



ferner nach Weglassung von je einer Zeile 



s = 



a^x 
6^ + 6,05 



a. 



a. 



b^x by 



«« a, a, 
ftj 6, 6, 



= S^ + 5i j; 



und nach Weglassung von je 2 Zeilen 



T = 



6„a; + 6, ir' 



a. 



a. 



^3 



= r^ + ri^r -•- T^x^ 



wobei So , Sj , T^ , Tj , 72 Subdelerminanten des Systems sind, 
dessen Determinante R, Indem man zu den ersten Golonnen die- 
ser Systeme die n)it entsprechenden Potenzen von x multiplicirten 
folgenden Colonnen addirt , erhält man die Ausdrücke 



R 





f «i 


«. 


0. 


0. 










Xf «0 


«1 


0, 


». 


0« 








x'f 


0. 


0| 


0, 


0. 




«4 




9 


' ft. 


ft. 


6. 










= P/" + Cflr 


xg 


6. 


b, 


b. 


«•3 










x'g 




ft. 


b, 


6, 


«>. 








x*g 






b. 


«>, 


b. 




b. 






• 

f 


0. 


». 


a. 










xf 


«1 


0« 


0, 


»4 






= 


9 


l>. 


b. 








= './+ 0.9 




xg 


6. 


b. 


b. 










x'g 


b. 


6. 


b. 


fr. 










f 


0, 1 


»4 












T = 


9 


*. 




■ 


= P. 


f 


+ Q,9 






xg 


b. 


*. 
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Diese Aus<lrücke gehen zu erkennen , dass jeder gemeinschaftliche 
Divisor von f und g \ti R, S, T aufgebt. Wenn R nicht null ist, 
so haben f und g keinen von x abhängii^en gemeinschaftlichen 
Divisor. Wenn /{ := , so haben f und g den gemeinschaftlichen 
Divisor ersten Grades Sj oder (wenn zugleich S^ null ist] den 
gemeinschaftlichen Divisor zweiten Grades T, U. s. w. Die Coef- 
ficienlen des gemeinschaftlichen Divisor sind homogene ganze 
Functionen der (gegebenen oder bestimmten] Coefficienten a, b, 

Wenn/'=0 und^ = 0, so ist auch fi = , S = 0, 7=0. 
Einem der Gleichung R = genügenden Werth y entspricht der 
den Gleichungen S = , 7' = genügende Werlh x, oder es ent- 
sprechen ihm die 2 der Gleichung J= genügenden Werthe o?, 
so dass X , y dem System der Gleichungen /'=f , ^ = genügen. 
U. s. w. 

In der That ist (5) R = a^b^*^D[ax , • • ? «w 5 A » • • 7 /^n) ^^^^^ 
null , wenn a^ = oder 6^ = , weil dabei eine der Wurzeln a 
oder ß unendlich wird , sondern nur dann null , wenn unter den 
Differenzen ßi — ctj^ eine null ist, sodass f und g den Divisor 
X — ßi gemein haben. 

9. Wenn f^g^tp gegebene ganze Functionen von x sind, 
die erste mten , die zweite nlen, die dritte (m-hn— 1)ten oder 
niedern Grades, und wenn R die Resultante von /"und g ist, so 
giebt es bestimmte Multiplicatoren p, q, Functionen vona?, die 
erste (n— llten, die andre 'w— Ijten Grades, dergestalt dass Rq> 
durch j)f -i- qg ausgedrückt wird*). Denn zufolge des Systems 
von 1 -*- « -h wi Zeilen 



(f ^ c^ + 


c^x 


+ CjiC* 


+ • 


/• « «0 + 


a^x 


+ a,a:* 


+ • 


Xf^ 


a^x 


-1- a^x^ 


+ • 


• • • • 


• 


• • 


+ 

• • 



gf = 6^ + 6,0; + 6,a?* + • • 
xg rs b^x -^ b^x^ -k- ' ' 



*] Vergl. §. 8, 4. Jacobi Grelle J. 15 p. 108. Gauss (Deinonstr. nova 
altera 8. Comm. Gott. III. 184 5) hatte die Resultante der Function f und 
ihres Differentialcoefficienten f durch pf-k-qf* ausgedrückt. 



410 



§. n, 9 



ist identisch (§. 3, 6) 



y Co c, c, 

f «0 «l «« 



g 6, 6| 6, 



ajöf 



K b, 



s 



und durch EntwickeluDg nach den Elementen der ersten Golonne 

^(f-pf—Qg = 

10. Wenn die ganzen Functionen f und g auf Grund der 
Gleichung /{ s= einen gemeinschaftlichen Divisor , und die Glei- 
chungen fs=0 und 9 = eine oder mehrere gemeinschaftliche 
Wurzeln haben, so bestehn unter den Subdeterminanten des 
Systems, dessen Determinante R ist, Relationen ^ weil die oben 
(8) gebildeten Determinanten, Functionen Iten, äten, . . Grades 
einer gemeinschaftlichen Wurzel , null sind. 

Wenn eine gemeinschaftliche Wurzel der Gleichungen f= 
und 5' = durch x bezeichnet wird , und wenn die Functio- 
nen f und g einen gemeinschaftlichen Divisor ersten Grades 
haben ^ so verhalten sich (§. 8, 2) die Adjuncten einer Zeile des 
Systems von [n-hm)'^ Elementen; dessen Determinante R ist, wie 
\ : X : x^ : . .*). 

Wenn f und g einen gemeinschaftlichen Divisor zweiten Gra- 
des haben , so verhalten sich die Adjuncten einer Zeile des ver- 
kürzten Systems von (n-4-m — 2)^ Elementen, dessen Deter- 
minante S ist , wie i : x^ : x^ : . . . U. s. w. 

Demnach findet man für die gemeinschaftliche Wurzel x eine 
Gleichung entweder ersten oder zweiten oder hohem Grades. 

11. Wenn die Gleichungen /*=0 und ^ = eine oder zwei 
oder mehr gemeinschaftliche Wurzeln haben , so sind unter den 
4ten, 8ten, . . Differentialcoefficienten der Resultante R in Bezug 
auf die Variablen 0^,64,02,.. oder 60 , &i , &2 7 • • ^^^^ ^^^^ 
drei oder mehr folgende durch eine homogene Gleichung ersteo 
Grades verbunden. 



') Vergl. Jacobi Grelle J. 15 p, 106. 
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Aus der Identitöt (9) R ^Pf-^ Qg findet man 

bR 

50^ 






bR bR _ /^^^ ^^ \r . /^P 

büi öo< + i 



Vda^ büi^J' ybäi büi^J 



g 



und auf demselben Wege 



b'R 



X* - 2 



d'Ä 



d*Ä 



50^ **^ * 507507^ da,- + 1'* 



u. s. w. Wenn nun x eine gemeinschaftliche Wurzel der Glei- 
chungen fssO^gssQisij so erhält man die Gleichungen 



dÄ bR ^ ^^ 



da, 



^«t + i 



d«Ä 



da^ 



^ic''-. 9 



b^R 



b^R 



X 



dö»dai + i da^ + i 



u. s. w. , welchen eine gemeinschaftliche Wurzel x genügt. In 
dem Falle, dass die erste Gleichung eine IdentitUt ist, bestimmt 
die zweite Gleichung die beiden gemeinschaftlichen Wurzeln 
U. s. w. 

12. Die Determinante (n+mjten Grades 



R s 



a. 



a. 









kann durch Verbindung der Zeilen in eine Determinante nten 
oder mten Grades zusammengezogen werden, je nachdem n oder 
m die grössre der beiden Zahlen ist. 

Es sei zunächst mssn. Um die nte Zeile des Systems zu 
transformiren , multiplicire man die nte Zeile mit 6^ und die voran- 
gehenden Zeilen mit b^_i , fc^— 2> ••» ebenso die 2nte Zeile mit 
o^ und die vorangehenden mit a„— 1, «n— 2» ••• Durch Sub- 



*) RiCHELOT Grelle J. 24 p. 228. 
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traction der 2;iien Zeile von der nten, der (Sln~1)ten Zeile von 
der (n— 1)ten, . . bilde mnn nun unter Anwendung der Bezeich- 
nung 



die Zeilen 



'Ol 



■■•« 



<^ik - f^ih — ^k^i 



^11 • • '^»-1,1 «'i 



n\ 



^n — t,i ^n — \ ,a "nt 



^0« "i« ^2n 



Die Addition dieser Zeilen ergiebt fUr die nte Zeile von 6„ R die 
Elemente 



d,i do2 • • «'•n ® ö 



weil d,-,- =s , rf^fe, = — rfjjfe , und daher die Summe 

Auf dieselbe Weise transformirt man die (w— <)le, (n — 2)le, . . 
Zeile. Man multiplicirl die (n— «)te Zeile mit 6„, die vorangehen- 
den Zeilen mit 6^_i , ^n— 2»- "• s. w. und ßndet endlich die 
Elemente der (n— ii)len Zeile von fe„*'**^Ä durch Addition der abge- 
leiteten Zeilen 



^o,t -I- 2 • • '♦n —» — «,» + « 



*'«•— 1,14-2 *•»,«■ 



d 



on 



• ^« + 1,« 



"l ■*• 2,1 



Bezeichnet man, das (Ä:+1)U^ Element der (w—j'jten Zeile durch 
c,j^ , so hat man 

Analog ist 

weil die Summe d^^i jj. -4- ä^^k-i-t -*-•-♦" ^^,1+1 identisch ver- 
schwindet. Insbesondere hat man 

weil üj. und 6,. als verschwindend zu betrachten sind , wenn 
Hiernach ist nun 



§. 11, 13. 
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. ^n^Ä = 



*'» — 1,0 
''00 

i. 



'»~i,n~ i 



^o,n — 1 



'n - 1 



Bezeichnet man die Determinante 2 ±Cqq. , c„_i „_i durch S, so 

ist (§. 4, 2) b^^R das Product von (— l)*"^"-») S mit einer Deter- 
minante nten Grades, die von ihrem Anfangsglied 6^** sich nicht 
unterscheidet. Also ist*} 

Beifpiele. Wenn /'und g vom 2ten Grade sind, so wird 

Ä = - 5 - - 



d»8 <*« 



Wenn f und j vom 3ten Grade sind , so findet man 



Ä = - S a - 



«•oi 

<*08 



»•« 



<*08 -•■ <*!« 



**0» 



'IS 



•»» 



Wenn /* und g vom 4'ten Grade sind , so findet man 



Ä = S 



d., 


<<» 


<*« 


<»« 


<*.. 


<J.. 


<*« 


««u 



+ dl. 



"0» 






"•* 


"« 


+ 


<*.. 


<»,. 


äu 


•*■ 


'^. 


«^t 



•«« 



"»4 



Diese Determinanten können nach §. 5, 5 weiter entwickelt wer- 
den , wobei die Identität 

(§. 3 , 9) zur Verfügung steht. 

13. Wenn' m < n , so bilde man durch Hinzufttgung von 
n — m Zeilen, 

\ 6j .• . bn 



*) Vergl. unten (44). 

Baltz^r, D«t«rm. 4. Anfl. 
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welche auf der Diagonale endigen , die Determinante 2nten Grades 
bj*""^ R, und verwandle dieseU)e auf die angegebene Art (12) in 



n 



eine Determinante iiien Grades , so dass 



b,»-*''H = 



^H — 1 ,0 



C 



00 



^'n — i ,n — 1 



^*o.n — 



o,n— I 



Diese Detenninante ist durch h^"^ theilbar, als Prodwct der bei- 
den Determinanten wten Grades 



a. 



fl. 



a. 



^*m— 1,0 ^'iw — 1,1 



C 



00 



C 



Ol 



'n 



^«-1 • 



"»»-•-1 



'n 



• K 



'n 



Man findet nämlich durch Gomposition der ersten Colonne in der 
ersten Determinante mit den Colonn^n der zweiteii Determinante 
die erste Cotonne des Products, u. s. w. In der That ist 



«0 ^» + t + I + • • + "t ^w + i = <^o,fW + »■ + 1 + • • + ^i,m + i = 



'»i* 



weil a^fij^x , «//n.2 > • • ^^s verschwindend zu l)etrachten sind. Die 
zweite Determinante hat den Werth ^^"~^", also ist R der ersten 
Determinante gleich*). 

14. Die abgektiT7te Form der Resultante R (12) ist von B£zout 
(Mem. de Paris 1764 p. 317) durch ein Verfahren erreicht wor- 
den , welches Jacobi (Grelle J. 15 p. 101. Vergl. Cauchy Exerc. 
d'Anal. 1840 p. 393) in Erinnerung gebracht und durch neue 
wesentliche Bemerkungen beleuchtet hat. Aus den gegebenen 
Functionen f und g , welche beide als Functionen nten Grades 
vorausgesetzt werden , bildet man mit Hülfe geeigneter Multipli- 
catoren n bestimmte Functionen [n — 1)ten Grades u^^ % , .., 
Wf,_i , welche mit /'und g zugleich verschwinden. Dann ergiebt 
sich die Resultante von /*und g und der gemeinschaftliche Divisor 
dieser Functionen aus dem System der Gleichungen w^ = 0, .., 
M„_i := 0. Es ist nämlich 



^) Vergl. RosENHAiK Grelle J. 28 p. 268. 
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f flr + i + «r + «^ + • • 

eine Function (n — 1)len Gra(Jes , welche durch 
bezeichnet wird. Unter Anwendung der Bezeichnung 
findet man (§. 3,6) 

und analog 

weil die Summe cf^^, ^ -♦- • • -♦- ä^g^^ identisch verschwin- 
det (12). 

Eine gemeinschaftliche Wurzel x der Gleichungen f= und 
^ = genügt dem System 1/^ = 0, . . , w,|_i = , weil diese letz- 
tern Functionen verschwinden, wenn fund g null werden. Wenn 
nun die Determinante S := J5'±: Coö • • c^— i n— i ^"^' ^^^ ^^ schliesst 
man wie oben 8) , dass die Gleichungen /"= und g^=0 eine 
gemeinschaftliche Wurzel nicht haben. Wenn aber 8 := und 
eine Subdeterminante [n — 1)ten Grades nicht null ist, so bilden 
die Adjuncten einer Zeile eine geometrische Progression, deren 
Yerhiiltniss die gemeinschaftliche Wurzel x der Gleichungen /:= 
und ^ = ist. 

Wenn y,-^ die Adjuncte des Elements c,-;t bezeichnet wird , so 
•st /ifc = Yki (§• 3 . '^) ^ folglich 

Ysr ' rat = *''* • ^* » Tis ■ nk = OC* :X^ 

und durch Multiplication 

Unter der Bedingung t -♦- Ä" = r -♦- s sind y,-^ und y^^ einander gleich, 
und man kann ihren gemeinschaftlichen Werth durch yi^k ^^~ 



*) Jacobi I. c. p. 4 02. 

8 



\\6 §. 14, U. 

zeichnen. Demnach bilden die verschiedenen Adjuncten yoyytj - - ^ 
y2n-'2 ^^^^ geometrische Progression, deren Yerhältniss die ge- 
meinschaftliche Wurzel der Gleichungen /*= und 5' = ist. *) 

Wenn aber y^ null ist, so bilde man nach Weglassung der 
Gleichung i/q = das System 



Ci n "T Ctt X OiQ • • C| ^_ 



'10 ^^ ^11 *" ^Ti 



dessen Determinante null ist. Die Adjuncten einer Zeile verhal- 
ten sich zu einander, wie \ \ x"^ : x^ : , , j so dass die gemein- 
schaftliche Wurzel der Gleichungen /*=0 und §'=0 durch eine 
Gleichung zweiten Grades bestimmt -wird. U. s. w. 

Bei verschwindender Determinante S haben f und g einen 
gemeinschaftlichen Divisor, und die Resultante R verschwindet 
(8) . Nun ist 8 wie R (5) eine homogene ganze Function sowohl 
der Grössen a© , o^ , . . , als auch der Grössen Öq, ^1 , . . von n 
Dimensionen , also ist der Quotient S : R eine von diesen Grössen 
unabhängige Zahl. Das Anfangsglied von R ist a^^h^ und kommt 
in dem Anfangsglied von 



(«<)i«("-^^S = 



^*n— 1,0 • • ^n— 1,« — 



c 



«0 • • ^o,n — 



mit demselben Zeichen vor. Daher ist (--<)i'*(«-0 S: fi= 1 , wie 
oben (12) durch directe Transformation gezeigt wurde. 

th. Cayley hat die Berechnung der Resultante von f und g auf 
die Entwickelung der symmetrischen ganzen Function (§. 10, 2) 

F[x,y) = y ^ X ~ ^Cik^ y («,*: = 0, .., »-1) 

gegründet**). Dabei wird vorausgesetzt, dass/* vom mien Grade, 
g vom wten Grade , und m ^ n ist (4) . Weil F{x, y) =F[yy x) ^ 
so ist c,jfe = Cki . 



*) Jacobi 1. c. p. 4 06 
**) Vergl. Sylvester's Mittheilung Philos. Trans. 1853 p. 516. Heruite 
Grelle J. 52 p. 47 Anm. Cayley Grelle J. 53 p. 366. Borchardt Grelle J. 53 
p. 867 und 57 p. 112. 
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Setzt man a,-6j^ — uj^b^ s= c/,/^ , so erhält man 

(a^ + a^x + • .)(fto + ^y + • •) — (*o + ^^ + ••i(«o + 01^ + * •) 



und daher 

Indem man die Glieder absondert, welche x^\f^ enthalten, findet 
man wie oben (12 und 14) 

Abgesehn von dieser Entwickelung ist 

folglich 

Wenn man beide Seiten durch J\ß\^ . . , /?^)2 dividirt, so findet 
man (§.10,3 und 7) 

Die Theilbarkeit der Determinante durch h^"^ ist oben (13) 
nachgewiesen worden. 

16. Rosenhain hat die Resultante der Functionen f und g 
interpolatorisch durch die Weithe von f und g ausgedrückt, welche 
m-^-n gegebenen Werthen des Arguments x entsprechen *) . Diese 
Werthe von f sind eben so wenig von einander unabhängig , als 
die Werthe von g , weil f durch m -4- 1 und g durch n -4- 1 Werthe 
bestimmt ist (§. 10, 11). 



*) Grelle J. SO p. 457. \ergl. Kronecker Berl. Monatsbericht 4865 
p. 690. 
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Sind j?! , ^2, . . gegebene Werthe von x , so multiplicire man 
die Delerminante («-l-m)ten Grades 



R = 



«0 «l «2 

o« a. 



b, K 



zeilenweise mit 



P = 



X, 



X 



n + m — i 



X 



n +m ' 



X 



n -t- m 



n + m — i 



Bezeichnet man das Product durch 2 ± c^^ . . ^n+wn+tn? ^^ ^^^ 
man 



u. s. w. , folglich Rt^ 

! f{x^) Xyf{x^] . . X 



^'i2 — ^il[Xi) • • 



= /r « - » 



^'wt Ä a; 



1,M4-2 — •^ifl^i'^l) • • ^'l,W-4-»» — ^1 



"^-'gix,) 



n— 1 



A^i^ fl'la^i) x^gix^) . . x^"^-'''g{x^) 



Durch Entwickelung dieser Determinante nach den Subdetermi- 
nanten nten Grades der ersten n Colonnen i§. 4, 1) findet man 

eine Summe von f j Gliedern , welche dadurch gebildet wer- 

den, dass man für 1, 2, .., n alle Combinationen von n ver- 
schiedenen Nummern der Reihe 1, 2, .., n-i-m setzt, und die 
übrigen Nummern so ordnet, dass die Reihe aller Nummern jedes- 
mal mit der Reihe 1 , 2 , . . , /i -I- w zu derselben Glasse der Per- 
mutationen gehört. Nun ist identisch (§. 10, 21) 

^(^1 ' • • ' ^n-t^m ) _ ^, TT T ] 

folglich , unabhängig von den Permutationen, 

D\X^ , . . , Xf^^ \ Xf^ + 1 » • • » Xpi ^ „,) 
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Anmerkung. Mit Hülfe dieser ForiDel hat Rosenhai^ a. a. 
O. Cauchy's interpolatorische Darstellung einer gebrochenen alge- 
braischen Function*} abgeleitet. 

Die Resultante von f und [x^ z)g ist (7) Rf[z) , und wird 
nach der angegebenen Regel durch die Werthe der beiden Functio- 
nen ausgedrückt, welche m -i- n 4- 1 Wertben von x entsprechen, 
wie folgt: 

Die Resultante von {x'^z)f[x) und g[x) ist Ä(/(s) und nach 
derselben Regel 

Durch Division erhiilt man, nachdem man den Zähler und den 
Nenner durch g[x^^^ . . g[^'n-^ni\ dividirt und den Quotienten 
f[Xi) : g[x^ durch w,- bezeichnet hat, 



Wo . . tt„ 



/ (2) "{'^0 t ' ' } ^n ' ^H + 1 » • • » ^n + m) 



v^M + 1"^! • • (^« + m ~" ^) 



J^{Xo } • • , ^n— I > *^n j • • > (^n + m) 

17. BoRCHARDT hat die Resultante der Functionen f und^, 
beide nten Grades , interpolatorisch durch die Werthe von /* und g 
ausgedrückt , welche w -i- 1 gegebenen Werthen a^^ , x^ , . . ^ x^ 
des Arguments x entsprechen**). 

Unter der Voraussetzung (15) 

y — X 

ist die Determinante -^^c^o. . c^— i n— i ^^'^ Resultante R gleich 
oder entgegengesetzt gleich. Nach §. 10, 3 hat man aber 

Bildet man nun die Function (n-*-1)ten Grades 

lf,{x) = (.T-OJjlx-Xi) . . (X-Xn) 



*) Caüchy Anal, alg^br. Note 5. Vergl. Jacobi Grelle J. 30 p. 127, 
**) Berl. Monatsberictit 4859 p. 376 und Grelle J. 57 p. 111, 
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so ist (§. 10, 8) 



§. 11, 17, 






V''{^.)* 



Nach Einftthrung der Elemente 

erhalt man daher 

Eine besondere Eigenschaft der Elemente dieser letztem 
Determinante ergiebt sich daraus, dass F[x^y) in Bezug auf x 
vom (n— 1)ten Grade ^ dagegen (p[x) vom (n-i-l)ten Grade ist, 
dass also (§. 10, 9) 



*nn 



^(a?«,y) ^ Z(^i,y) 



^'(ajj 



y'(«i) 



V' W 



s 



Demnach ist 



*o* + *!* + •• + '»«* = • 



also insbesondere 



— A»i» = '^•i + A.« + 



'•0 



•1 



'•« 



'on 



— Ä|i = Ä», + Ä,2 + • • + A,„ 

- A„ as Ä,2 + Äi2 + • • + Ä,„ 

u. s. w. Nun haben in der verschwindenden Determinante 
(n-i-l)ten Grades (— l)""^* -IT + AooÄn . -Ann ^^^^ Elemente gleiche 
Adjuncten (§. 3 , 12), deren gemeinschaftlicher Werth durch die 
Formel 

[0 , 1 , . . , n] 

bezeichnet wird. Also ist 

18. Die Formel [0, 1 , . . , n] d. h. die Determinante nten 
Grades 






-Ä 



13 



Ä„ + • • + Äj, 



-Ä 



Sl 



-Ä 



SS 






sn 
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ist von BoRGHARDT a. a. O. nach den Produclen der in der Diago- 
nale stehenden Grössen Äoi , ^02,.., h^^ entwickelt worden (vergl. 
§.5,3). 

Der Theil derselben , welcher keine dieser Grössen enthält^ 



h„ + ■ ■ 


-•- 


^« 


-Ä.. 


-*., 


• 


-V 






Ä,a + • • + Ä,« 


-*., 


• 


-A.. 






— Äg2 


*.. + •• + ''«. 


• 


• 






• 


• 





ist wiederum eine verschwindende Determinante (§. 3, 12), in 
welcher alle Elemente dieselbe Adjuncte haben, die durch 
[1,2,.., n] bezeichnet wird. Daher ist der Theil der gesuchten 
Entwickelung , welcher je eine der Grössen Aqi f ^02 7 • • enthält. 

Der Theil von [0 , 1 , . . , w] , welcher das Product Äo^ Ä02 
enthält, ist eine Subdeterminante (n— 2)ten Grades, die aus der 
Determinante [2 , 3 , . . , n] dadurch gebildet werden kann , dass 
man die in der Diagonale stehenden Grössen A23 » ^24 > • • ? ^2n 
durch die Summen 

ersetzt. Bezeichnet man die so transformirte Determinante durch 

[TT2,3, . .,n] 

so ist der Theil von [0 , 1 , . . , w] , welcher je 2 von den Grössen 
^01 ) ^02 ) • • enthält. 

Auf analoge Weise wird der Theil von [0 , I , . . , n] , welcher 
je 3 von jenen Grössen enthält, durch 



^iÄmÄ„[1 +«+3, 4, 5, . .] + ^iÄo,Ä,J1 +2 + 4, 3, 5, . .] + . . 



ausgedrückt , indem man [1 -1- 2 + 3 , 4 , 5 , . .] aus [3 , 4 , 5 , . .J 
dadurch ableitet, dass man die in der Diagonale stehenden 
Grössen ^4 , A35 , . • durch die Summen 

ersetzt. U. s. w. So entsteht die Becursionsregel 
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[0,1,..,«^= 2'h,:i, 2, . .] + 2h,,h,,[VTJ^ 3, . .] 

Zufolge derselben ist 

= A^iA,2 + ^,2^12 + h^yh^-i 



:o, I, 2, 3j = -2^^[1,2, 3] + -2'A,,A„,[1 +2, 3] + h,,h,,h 



03 



= ^^1 + Ä„ + A„)[4 , 2, 3J + Aoi^^-^l^ +2, 3] 



Äo.^3l< +3,2] + A„2AoJ« + 3, 1] + A„,A.2A 



08 



Die Formel [1,2, 3] hat 3 Glieder, die Formel [1+2,3] 
hat deren 2, also hat [0, 1 , 2, 3] deren 42. Ebenso erkennt 
man , dass die Formel 



f1+2H \-k, Ä;+l, Ä + 2, &+3] 

32/t + 3.2 Ä:2 + Ä:3 = ^ (i- 4. 3) 2 Glieder hat. Unter der Annahme, 
dass für die Werthe von w, welche eine bestimmte Grenze nicht 
übersteigen , die Formel 



[i + 2 + — h /c , A; + 4 , . . , Ä + w| 

/r(A + m)"*""' Glieder besitzt, findet man vermöge der Recursions- 
regel für 



[ 1 + 2 H h Ä , Ä + 1 , . . , Ä; + m + 4 ] 

die Anzahl der Glieder 

Ä(m+1)(1+m)"'-» + *;'(»»+•). 2(2 + m-1)"*-^ +*:'('«+') . 3(3 +m~2)"»-«+ • 

= Ä:(Ä:+m+1)"* 

Demnach ist die bis zu m = 3 gültige Annahme unbeschränkt 
richtig. 

19. Wenn durch f eine Function nten Grades von Xy durch 
f ihr Differentiaicoefßcient bezeichnet wird , so ist die Resultante 
von f und f (5) 



§. 11, 20. 
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rt. 



fln^^^riwii-ri«,,) = 



a. 



2a. 



a, 



a. 



(i. 






a. 



rt„ 



Das System hal n Zeilen der ersten Art und // — f Zeilen der 
zweiten Art. Siiblrahirt man die mit ;/ multiplicirte letzte Zeile 
von der /iten , so erhall die nie Zeile folgende Elemente 

0,. ,0, -wa,, -(n-l)ai,.., -a„_j, 

und die Resultante reducirt sich (§. 3 , \\) auf das Product von 
Oyj mit einer Determinante (2n— 2)ten Grades, welche durch yl 
bezeichnet wird. Nach §. 1 0, 7 ist 



.1 = a,;'-''f' 



r< . . r:«n) = (-i- ^"^" '^a,r-''Jia, , . . , a,,y^ 



eine symmetrische i;anze Function der Wurzeln a^ , . . , a^ (vergl. 
§. 10, 7) und eine homogene ganze Function der Coefficientcn 
a«, . . , a„ von 2« — 2 Dimensionen, welche die Discriminante 
der ganzen Function f'{x) und der Gleichung f(x)=i) 
genannt wird*;. Wenn % verschwindet, so wird eine der Wur- 
zeln «1, «2) •• unendlich gross; dabei verschwindet die Discri- 
minante im Allgemeinen nicht, sondern wird zur Discriminante 
einer Function (h— 1)ten Grades. 

Die Discrtminante des Products f'g (abgesehn vom Zeichen) er- 
scheint hiernach !)) als das Product der Disoriminanten von f und 
g multiplicirt mit dem Quadrat der Resultante von f und g. Wenn 
A die Discriminante von /'ist, so findet man z. B. für [x— /) /'die 
Discriminante Af\ty^ . 

20. Wenn die Discriminante von /' nicht verschwindet, so 
haben f und f keinen gemeinschaftlichen Divisor (8) und die 
Wurzeln der Gleichung /'=0 sind sl)nuntlich von einander ver- 
schieden. 

*) Gauss Demonstr. nova altera 6 (Comm. Gott. Vol. 3) hatte dieser 
Formel den Namen »Determinante der Function f{x) oder der Gleichung 
f{x) = 0« beigelegt. Vergl. .Ioachimsthal Grelle J. 33 p. 371. Jacobi Grelle 
J. 40 p. 244. Bei dem jetzigen Sprachgebrauch ist drr von Sylvester 
(Phllos. Mag. 4851 , II p. 406) gebildete Name »Discriminante« tjczeich- 
nender. 



124 §. \\, 20. 

Wenn die Discriniinante von f verschwindet , so haben f und 
f* einen gemeinschaftlichen Divisor und die Wurzeln der Gleichung 
/*= sind nicht alle von einander verschieden. Der gemein- 
schaftliche Divisor theilt auch die Function pf-^qxf, welche 
aus der gegebenen Function dadurch abgeleitet wird , dass man 
ihre Goefficienten o^ , a^ , 02 ^ . . der Reihe nach mit den Gliedern 
einer beliebigen arithmetischen Progression p, P'^q^^P'^^q," 
multiplicirt , und welche vor Erfindung der Differentialrechnung 
von HüDDB 1 657 *) zur Bestimmung mehrfacher Wurzeln der Glei- 
chung /*= gebildet worden ist. 

Wenn fund f den gemeinschaftlichen Divisor t^ haben, und 
die Discriminante von t nicht null ist^ so ist f durch t^'^^ theilbar. 

£s sei z. B. 

f[x) = t^u 

Da nun t' und t einen gemeinschaftlichen Divisor nicht haben , so 
ist u durch t^ also f{x) durch f*"**^ theilbar. 

21. Die ganze Function /*(a;) kann als ein besonderer Werth 
der binären Form d. h. der homogenen ganzen Function von 
2 Variablen y , x desselben Grades 

angesehn werden *''^) , welche durch Composition der Glieder von 
(y + cc)** mit den Goefficienten A^^ A^^ A^^, . - entsteht, und eine 
nte Potenz in dem Falle wird , dass ^4^ , ^4^ , . . , ^4^ eine geome- 
trische Progression bilden. 

Nach der Fundamentaleigenschaft der homogenen Functionen 
hat man die Identität 

du du 



*) HuDDE Epist. I. Reg. \t in Schooten's Ausgabe von Descartes' 
Geometrie. 

**] Dieses i^ichtige Hülfsmittel der Analysis ist von Newton Arithm. 
aniv. Inventio divisorum p. 48, Plücker System d. anal. Geom. §.1, 7, 
Hesse Grelle J. 28 p. 102, JoAcmMSTHAL Grelle J. 33 p. 878, Jacobi Grelle 
J. 40 p. 247 und Andern, zu dem gegenwärtigen Zweck von Salmon higher 
plane curves 4852 p. 296 angewendet worden. 



§. n, 24. 



4 «5 



Der gemeinschaf Hiebe Divisor von t^ und — -sr- ist also auch ein 
Divisor von — j— . Die unter der Voraussetzung y s= 4 gebildete 

Resultante von — v— und — ^- ist wie die Discriminante von f{x] 

eine homogene ganze Function der Goefficienten o^) , a^ , . , , a^ 
von in — 2 Dimensionen und verschwindet zugleich mit der Dis- 
criminante von f(x] . Daher hat jene Resultante zu dieser Discri- 
minante ein von den Coefßcienten o^ , O] , . . unabhängiges Yer- 
haltniss. 

In der That , wenn man in der Determinante A (4 9) jede der 
letzten n — 2 Zeilen mit n multiplicirt , und von ihnen der Reihe 
nach die 2te, 3te , . . Zeile des Systems subtrahirt, so ßndet man 
nach Umstellung der nten Zeile 



a. 



20.^ 



a. 



3 a, 
2a„ 



3a, 



na^^ (n — 4)a| {n—±)a.^ 



na. 



(»-1)a, {n'''i)a. 



d. i. die Resultante von f{x) und nf{x) — xf[x) , 

Beispiele. Die Discriminante der Function 2ten Grades 

a^ + 2a, x + a.^x^ 

m 

ist die Resultante von a^ -i- 02^^ und üQ-h a^x, nämlich 



«i - «o«« 



Die Discriminanle von UQ-k-^a^x-k-^a^x^ 
Resultante von 

a^ + ^a^x + a^x' 
a^ + %a^x + a^x' 

nämlich in der verkürzten Gestalt (42) 



cUiX^ ist die 



a^a^ — a^a^ 



Ebenso findet man die Discriminante von 

a^ + 40, X + 6a^a?* + 4a, uc* + a^x*- 



iS6 



§. \\ , 21. 



3 u,*--a^aj 


3 0, Oj — ««a». 


«i«i-««a4 


3 u^a.^ — a^a^) 


9a./— 8 a, «;, — a„a^ 


3 («., ttj - a^ a J 


ö. «3 - «• «4 


3.a««5-a, a«,. 


3 ftta'- — a, a^l 



22. Das in der Discriminanle von f{.r) enthaltene Product 
aller positiven und negativen Diflerenzen zwischen den Wurzeln 
Oi , a.2 , . . , cr„ der Gleichung f{,r] = ist der Quotient des be- 
kannten Gliedes durch den Coefticienten des höchsten Gliedes in 
der Gleichung, deren Wurzeln jene Differenzen sind*). 

Um diese Gleichung zu bilden , bemerke man , dass dem 
Svstem 

fiJo) = , f(x-hy) = 

genügt wird, indem man für x und x -f- «/ alle Wurzeln a| , . . , a„, 
mithin für y alle Differenzen der Wurzeln , unter denen n ver- 
schwinden , und für X den jedesmaligen Subtrahenden setzt. 
Dabei verschwindet die Resultante R der beiden durch f(x) und 
f\x-^y) bezeichneten Functionen von x (8). Also ist R durch 
y'* theilbar, und I? : y*^ ==s die Gleichung, deren "Wurzeln die 
Differenzen zwischen jeder der Grossen «i , ■ . , «„ und den übrigen 
Grössen dieser Reihe sind. Diese Differenzen sind aber paarweise 
entgegengesetzt gleich , also kommen in i? : ^' nur gerade Poten- 
zen von y vor. 

Unmittelbar ßndet man die von den verschwindenden Wur- 
zeln befreite Gleichung, indem man**) von dem System 

■ (I) Aiw + i') = 0, /"(w-t;) r= 



ausgeht^ welchem durch die Werthe 

<iu =s «,- 1*- W/t, 



2 V = «,- «- ctfg 



*) Die.se unter dem Namen »^quation aux carr^s des diff6rences« l)e- 
kannte Gleichung ist von Waring Mise, analyl. 1762 p. 17 mit Hülfe von 
syrametriscbien Functionen der Grössen «, , «2, .. construirt und zur Un- 
te iuchung der Wurzeln einer gegebenen Gleicbung gebraucht worden. 
B sondere Ausführungen für die Gleichungen 4ten und 5ten Grades hat 
Waring in den Philos. TransacL 1763 p. 294 milgetheilt. Die Ableitung 
der erwähnten Gleichung durch Elimination wurde von Euler Gate. diff. 
II, §. 244 gezeigt, und ausführlich von Lagrange (M6m. de Berlin «767 
p. 311 art. 8. Resolution des 6quat. art. 8 und Note 3) behandelt. 
**) Nach Borcharbt's Angabe. 
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genügt wird. Dieselben Auflösungen hat das System 

fiu •♦• v) -h flu — v) _ fju^v) — fiu — y] __ 

dessen erste Gleichung nur gerade , und dessen zweite Gleichung 
nur ungerade Potenzen von f enthält. Weil /'(m -4- i') — /*(ii-— i?' 
durch V Iheilbar ist , so umfasst das System (11: die beiden Sy- 
steme 

(III, ' A« + »') -»• fiu - V) ^ , ^ ^ „ 

und 

ilVj = u , = u 

Dem System (IV) wird durch die Werthe 

unter der Beschränkung genügt , dass i und k verschiedene Zah- 
lien der Reihe 1 , 2, . . , n bedeuten. Bildet man nun die Resul- 
tanten ip(r'^] und x[f^) d^r Functionen 

f'u +v) -h fju — v) flu -hv) — f{u — V) 

jene in Bezug auf die Variable u , diese in Bezug auf v^ , so ist 

\p[v'^) = 0, wenn v"^ — "T"^"*""^^'' 
^[u] = , wenn " = — («, + «>t) 



§. 12. Die Functionaldeterminanten. 

1. Wenn y^i • • ? 2/n Functionen der Variablen o?, , • ., a?^ 
sind, so besteht für die Differentiale das lineare System 



dw, dt/, 



dy« = v^- dx, + . . 4- v^*^ da;„ 



Die Determinante dieses Systems von Differentialen (§. 8, \) 
2 ± Y^ • • T^ 'St die Determinante eines Systems , dessen Zeilen 



MH 



§. 12, 4. 



die ersten Fluxionen (die pariialen Differentialcoefficienten erster 
Ordnung) der gegebenen Functionen enthalten. Sie wird die 
Functionaldeterminante *) d. i. Fluxionendeterminante 
(»Jacobian« Caylby Grelle J. 52 p. 276) der gegebenen 
Functionen genannt und nach Donkin Philos. Trans. 1854, I 
p. 72 wie eine Fluxion bezeichnet 

d(yi, •., Vn) 



z. B. tt = aa*2^. (^i)xy 



cy^ 






Wccy 



c'y\ 



4 h{x,y) 



ax -^ by 
a'x + b'y 



hx -^hy 
h'x + c'y 


^ 


4 

X 


--yx 


x' 




b 


c 




b' 


c' 





u 



bx 

b'x 



cy 
c'y 



y 

a 
a' 

Wenn bei den in Betracht kommenden Werthen x die Functional- 
determinante nicht null ist, so können die Differentiale dx durch 
die Differentiale dy ausgedrückt werden. Man findet aus dem 
angegebenen linearen System ' 

indem man durch J die Functionaldeterminante , durch J^j^ die 
Adjuncte von v-^ bezeichnet. Wenn aber bei allen x die Functio- 
naldeterminante null ist , so sind die Differentiale dy^^ . . , dy^ 
durch eine oder mehr homogene lineare Gleichungen verbunden, 
deren Coefficienten Subdeterminanten des Systems der Fluxionen 
sind. 

Wenn die Grössen ^] , - - , y^ nicht unabhängig von einander, 
sondern durch die Gleichung ^(^i , . . , ^J = verbunden sind, 
so verschwindet die Functionaldeterminante identisch d. h. bei 
allen x **) . Denn die Determinante 






2: ± 






^Vn 



*) Jacobi de determ. functioitalibus (Grelle J. 22 p. 349) §. 5. Vorlesun- 
gen über Dynamik p. 4 00. Mehrere unter den hierher gehörigen Sätzen 
hatte Jacobi in früheren Abhandlungen, namentlich 4833 Grelle J. 49 
p. 38 ff. gegeben. 

**) Jacobi det. funct. §. 6. 
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tS9 



ist null, weil in der iten Zeile des Systems nach Addition der mul- 
tiplicirten andern Zeilen alle Elemente verschwinden zufolge der 
Gleichungen 






[k s 4. 2, ..,n) 



2. Wenn die Grössen ^explicite gegebene Functionen der 
Grössen x sind, so kann y^ in Bezug auf Xj^ difierentiirt, also auch 
die Functionaldeterminante unmittelbar gebildet werden. 

Wenn insbesondere /i die Variable x^ nicht enthält, wenn /^ 
die Variablen x^ , ±2 nicht enthält, wenn überhaupt /)• die Variab- 
len x^j . ., a;,_i nicht enthält, so erscheint die Functionaldeter- 
minante in Form eines Products, weil von ihr nur das Anfangs- 
glied übrig bleibt (§. 3, 3). 

Wenn die Grössen y gebrochene Functionen mit demselben 
Nenner sind , z. B.*) 



Vi = 



- !^ 



u 



«>'''»"'5S-''5|-"'^*' ^«'8"'=*' 



i« 



sn-4> i 



£± 



da?, do?^ 



u u 



u, u 



— M 



du 
du 



du 
du, 



du du 

da?|| 0^,1 

du 



du. 

u V— *■ 

00?« 



u„ u 



du. 



— u 



bu 



^^ ** 5^ 



dU|| 

U 5-2 — U< 



bu 



"5^ 



da?, da?, 



'n 



u 



»•#- 1 



u 



u. 



du 
daj, 

du, 
da:, 

du„ 



du 

du, 
da?« 



du 



n 



da?, 



n 



und durch die Substitution m,- = y findet man 



*) Jacoii Grelle J. 12 p. 40. 
B a 1 1 z e r , Deterra. 4. Aufl. 



9 
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du 
du, 



du« 

55^ 



bu 

dui 
da?« 






di; 
da;. 




dv, 
* da;. 


dl?, 
bxn 


• • 


dt;„ 
hx„ 



unabhängig von den Differenlialen der Function t. 

3. Wenn die Grössen y implicite gegebene Functionen 
der Grössen x sind zufolge des Systems von n Gleichungen 

SO ist*) 



1 • • » ^nli/i » • • » y« I ^1 > • • > ^1») = <> 



^i dy, ^^d^^ 



da?, dS^ 



2:± 



z± 



bF. 



dF, 



bx. 



df/i * bvn 

Beweis. Zufolge der Voraussetzungen hat man 

bFi ^ bfi ^ bFi ^ dF,- . 



dy- SS 3^ da;, + • • + 
'^ da?, * 



bvr 
5 



a?. 



da? 



n 



Wenn nun unter den Variablen x nur a:;^^ sich ändert, so ist 

dy, 8^ dy„ da;^ da?^ 



dF,. ^ dF,. by, ^ . . ^ dF,. dy^ 
"Sic^ dt/, ^ijfc * ?j/^ da?;fc 



folglich (§. 6, 1) 



da?, da?« dy, . d^„ da;, da?^ 



Anmerkung. Wenn die Grössen Fj , F2 , . . so beschaffen 
sind, dass F,- die Variablen x^, . . , a?,-_i nicht enthält, so ist 

bf, bfn dF, dF« 

— — ^~ SS ^ • • 



-r± 



da?, 



da?. 



da^, da?| 



das Product der in der Diagonale stehenden Elemente (2) . 



*) Jacobi det. funct. §. 40 und t8. 
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Wenn die Grössen F^ , F2 , . . so beschaffen sind , dass 



Fi ^ - y» + A(^i . . . , a;J 



so ist 



2:± 



bj^ bjn 

by^ by^ 



= (-i; 



^ X v • • V ' SB ^ X T • • 5 SS ^ X V- — • • \ 

ÖX^ ÖXf^ OX^ QXf^ OXi OXf^ 

Und wenn man aus dem gegebenen System F^ =: , . . , 
F^ = das System 

i/i = Vi (^1 » • •) 

y. = <r.(i/i> a;,, . .) 
y« = Vi(yi> Vi» ^«» • •) 



Vn = y»(yii • •» y«-i> ^J 



abgeleitet hätte, so erhielte man die Functionaldeterminante der 
Grössen y in Bezug auf die Variablen x in Form des Products 





bx^ 


bxf^ 


die 


Determinante 


bx^ 


bif, 

bx^ 


b(f, 





bx^ 


bx^ 







• 


b(f, 
bx^ 



das Product der Determinanten 



"SyT 
lyT 



zufolge der Identität 











^y^ 



hl 

hx^ 


da?. 


hl 

bXf 


bx^ 


da?. 


dy, 

bx^ 




ht 
bx^ 


by, 
bx^ 



^ 4t 



L 
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§. ««, 3. 



btpi dt/, 



^«Ti ^J/t-i 



5^ 5^ 



4. Wenn m <,n und zufolge des Systems von n Gleichungen 

die Grössen y implicite gegebene Functionen der Grössen x sind, 

so ist*) 



OK 



-2'±^-^ 



Beweis. Die Determinante 



(-<) 



m 



5^ diCg, dy 



hl hn 



bF, 



m + I 



hn 



ÖF 



dF« ÖF 



5^ 5^ Ö2/,„ + i 

ist das Product der Determinanten 



ÖF« 
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ÖF. 



ÖF, 
hn 



ÖF 



n 



5^ öa?/M öi/„ + i 



hn 



5^w hm + i 









weil nach (3) bei A: = 1 , 2 , . . , m 

öy, 5^. byn bxj;^ Sxk 

und bei /i = wi -h 1 , . . , w 

^ ^ + . . + ^ ^2/« ^ öFi 
öt/i ö?/^ ' dy„ ^ byic 

Der zweite Factor ist von 2 ± ^^ - - ^ nicht verschieden 

ox^ ox,„ 

(§.3,3). 

Insbesondre ist bei m = 4 

^ ^ df\ öf; ÖF„ 
^1 — « öa;^ by^ byn 



byi'Wn 



*) Jacobi det. funct. §. 18. 
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5. Wenn jZ| , . . , z^ gegebene Funclionen der Grössen 
yiy ' * 1 Vnj ^"d diese wiederum gegebene Funclionen der Grössen 
^1 ? • • ) ^m ^^"^ ) ^^ findet man die Functionaldeterminante der 
Grössen z in Bezug auf die Grössen x*) bei m < n 

y + ^Vx ^Vm _ V /"y + ^*^ ^^« ^^» 5- + ^^* ^V« ^^«' ^ 

^ X -5; — • • ^ SS ^ I ^ X -5— -c — K — • • ^ X T — V":- X — • • I 

dx^ öx^ tnv.X m ^Vu ^Vv öa?! öa?, da;. / 

eine Summe , deren Glieder dadurch gebildet werden , dass man 
für tuv . . alle Gombinationen von je m verschiedenen Nummern 
der Reihe 1 bis n setzt. Bei m^n ist 

^ X 5 • • K - ^ ^ X "5 • • V ^ X r — • • ^ — 

öx^ öx^ Oy^ öy^ oxi ox^^ 

^[^\ f " j gw) _ ^(^i» '» > gn) ^(yi> "> yn) 
ö;a:i, .. , ir„) öft/^, .. , yj d(a7, , . . , a;^) 

Unter der Voraussetzung w > n verschwindet die Functionaldeter- 
minante identisch d. h. bei beliebigen Werthen der Variablen x. 
Alles dieses folgt nach §.6,1 aus der Voraussetzung 

da:;t ^2/1 öa?;fe öy^ öa?^ 

6. Dass eine gegebene Function /i (a?i , . . , 5p^) nach Einfüh- 
rung von neuen von einander unabhängigen , aber von x^y , . ,x^ 
abhängigen Variablen /*| , • m /n durch weniger als n derselben 
ausdrückbar ist, erkennt man daran, dass unter den Fluxionen 
der transformirten Function in Bezug auf /i , . . ,/)> eine oder meh- 
rere verschwinden. 

Wenn die Subdeterminanten (m+l]ten Grades, welche 
aus dem System der Fluxionen von /o > /i , • • 9 /i?» ^^ Bezug auf 



^1 r • • 1 ^n 










f» 


• 


f,H 




fn 


• • 


A» 



'mi • • fmn 



durch Auswahl von m -f- 1 Colonnen gebildet werden können, 
alle identisch verschwinden , so ist die transformirte Function von 



*} Jacobi det. funct. §.41. 
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den Grttesen ^^^.i , • . , /n unabbttogig und in Wahrheit von nicht 
mehr als m Variablen abblingig*) . 

Beweis. Nach der Voraussetzung ist die Functionaldeter- 
niinante der /*| , . . in Bezug auf die x^j.. 

^ ^ ^ ^ fix " fnn - fix ^<i + • • + fin -^in 

nicht null (1). Durch die Substilution 



findet man 



4 



^ 

^fü = '^f9A^k * l/'j^'«*^**^^* 



Die Fluxion der transformirten Function /J) in Bezug auf /}^ wird 
demnach gefunden, indem man durch J die Summe 

dividirt d. i. die Determinante nten Grades, welche aus z/ abge- 
leitet wird , indem man /^^ durch /*o ersetzt. Wenn man nun in 
/i der Reihe nach /i„+i , - ',fn durch ^ ersetzt, so verschwinden 
identisch die abgeleiteten Determinanten und die entsprechenden 
Fluxionen der /J) , weil die aus m -4- 1 bestimmten Zeilen des Sy- 
stems zu bildenden Subdeterminanten (m+ljten Grades nach der 
Voraussetzung sämmtlich identisch verschwinden (§. 4, i). 

7. Wenn die Functionen /i , . . , /i, die ersten Fluxionen einer 
gegebenen Function /* sind , d. h. 

SO ist die Functionaldeterminante die Determinante des Systems 
der zweiten Fluxionen -^ ± /i^ . . /*„„ (Hessens »Determinante der 
Function« 1S44 Grelle J. 28 p. 83, »Hessiana Sylvester Cambr. 
and Dublin math. J. 6 p. 186}. Die Determinante einer quadra- 
tischen Form f ist von der Functionaldeterminante ihrer halben 
ersten Fluxionen nicht verschieden. 

Wenn die Fluxionen f\, - - ,fn durch eine Gleichung verbun- 



*) Der jACOBi*sche Satz (det. funcl. §. 7) ist auf diese Weise von 
Kronecker gefasst worden. Briefl. Mittheilung 4869 März 4 4. Vergl. Grelle 
J. 72 p. 455. 
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den sind , so tsi die FnnetioBaldetermiBante derselben , die Deter- 
minante der Function /*, null bei alten x (\), Wenn insbesondere 
A 1' ' j fn <iurcb eine homogene lineare Gleichung mit constanten 
Coefficienten 

verbunden sind , so geht die Function f durch die lineare Sub- 
stitution 

• • • • • 

in eine Function der n — 1 Variablen «/i , . . , 2/fi-i ^^^^^ > ^'®^^ 

8. Wenn die Function F[yx , • . , ^n) ^^^^ Einfühmng der 
Vaiiablen a?i , . . , cc„ , von welchen «/i , . . , ^n ^^ gegebener Weise 
abhängen, durch G(a?i , . . , a;„) ausgedrückt wird, so wird das 
zwischen bestimmten endlichen Grenzen genommene nfache In- 
tegral J :=jF(yx ,",yn) dyi . '. dy^ durch 



ß 



ausgedrückt. Dabei wird vorausgesetzt, dass jedem System von 
Werthen der y ein System von Werthen der x eindeutig ent- 
spricht; dass die entsprechenden Differentiale gleiche Zeichen 
erhalten ; dass die Grenzen der Integrationen in Bezug auf die x 
entsprechend den gegebenen Grenzen der Integrationen in Bezug 
auf die y gezogen werden**) . 



*) Hesse Grelle J. 42 p. 422. Die Urakehrung, ^ass von einer be- 
liebigen Form / mit identisch verschwindender Determinante die Fluxio- 
nen f^i" t fn durch eine homogene lineare Gleichung mit constanten Coef- 
ficienten verbunden seien, bat Hesse a. a. 0. und 56 p. 268 zu beweisen 
gesucht. Bei quadratischen Formen und bei beliebigen binären Formen 
ist diese Umkehrung zulässig. Bei cubischen Formen von 3 und von 4 
Variablen ist von Pasch der Nachweis der Umkehrung gegeben worden 
4874 Dec. Vergl. Grelle J. 80. 

**) Die Translormation eines zweifachen Integrals (integrale dupii- 
catum) ist zuerst von Eüler 475« Nov. Comm. Petrop. 44, I p. 72 (Galc. 
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Beweif. Die Reihenfolge der Integrationen ist beliebig. Wenn 
man mit der Integration in Bezug auf y^ beginnt, und 

setzt, SO hat man dy^ durch ^^ cte„ zu ersetzen , weil yi , . . , 
Pn^i unverändert bleiben , und findet 

Wenn man die Entwickelung dieses Integrals mit der Integration 
in Bezug auf yn—i beginnt und 

setzt, so hat man rfy„-.i durch .^^"" da?„_i zu ersetzen, weil 
yi , . . 7 yn-2 ? ^n unverändert bleiben , und findet 

Indem man so fortfährt , erhält man endlich 

Das Product der hinzutretenden Differentialcoefficienten ist der 
Functionaldeterminante der Grössen y ip Bezug auf die Grössen x 
gleich (3). 

9. Zu derselben Regel gelangt man unmittelbar durch Ver- 
folgung des Weges, den Lagrange (L c.) bei der Transformation 
eines dreifachen Integrals eingeschlagen hat*) . 

Wenn /i , /i > - - y fn Functionen der Variablen cc^ , 0^2 , • • , ^n 
sind , und durch f^j^ der Differentialcoefficient von /J in Bezug auf 
Xjf. bezeichnet wird, so besteht das System von linearen Glei- 
chungen 



integr. IV p. 416) gezeigt in^orden. Bald darauf hat Lagrange M6id. de 
I'Acad. de Berlin 4 778 p. 425 die Transformation eines dreifachen Inte- 
grals ausgeführt. Der allgemeine Ausdruck des transformirlen vielfachen 
Integrals rührt von Jacobi her (Grelle J. 42 p. 88, det. funct. §. 49). Den- 
selben Ausdruck hat später Catalan gefunden. M6m. cour. p. Tacad. de 
Bruxelles t. 44 (4840). Vergl. Bull, de Tacad. de Belgique t. 48, 6. 
*) Yergl. Catalan 1. c. Moigno Lebens II p. 223. 
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Durch Auflösung desselben erhält man (4) 

wenn fi,| = ^ ± /\i • ^,„ und ^,-^ die Adjunete von /^^^ in Ä„ be- 
deutet, so dass insbesondere ^Jf^^ s=R^_^ ist. Es sei nun 17 eine 
gegebene Function von /i , ,.,/*„ und 



/ 



Udf,df,..df^ 

das zu berechnende vielfache Integral. 

Wenn man die Reihe der auszuführenden Integralionen mit 
der Integration in Bezug auf f^^ eröffnet , so bat man die Summe 
der Differentiale Udf^^ unter der Bedingung zu suchen , dass /i , 
/i > • • j /n— 1 unverändert bleiben. Unter dieser Bedingung ist in 
dem obigen System von linearen Gleichungen 

df, = 0, d/; = 0, . ., d/;_, = 



folglich 



Rn-idfn =* ^ndO()^ 



n 



so dass man df^^ durch " dx^^ ersetzen kann. Folglich ist 

Judf,.. dU ^fi^^^fi •• dfn^^dX^ 

wenn die Grenzen von a?„ nach den gegebenen Grenzen von f^ 
bestimmt werden. Indem man die Entwickelung des so trans- 
formirten Integrals mit der Integration in Bezug auf die Variable 

/n— 1 beginnt, hat man die Summe der Differentiale 17 ** dfn-^i 

zu suchen, während Yi , /i, . ., /ij-2 > ^n unverändert bleiben. 
Unter dieser Voraussetzung hat man aber 

df, « , . . , d/;_, = , (to,, « 

mithin folgendes System von n— 4 linearen Gleichungen 

«•• »•• ••• 



438 §. 19, 9. 

Hieraus ergiebt sich wie oben 

D D 

SO dass man df^^x durch -—m dx,|_i und U-^-^^ dfn^-i durch 

^ ft ** (faCu^i ersetzen kann. Daher ist bei der erforderlichen 
Begrenzung 

Der gefundene Ausdruck fttr das gesuchte vielfache Integral lässt 
sich durch analoge Betrachtungen transformiren , indem man zu- 
folge eines Systems von n — 2 linearen Gleichungen df^^^^ durch 

J*"* dflc^«2 ersetzt, wodurch 

wird , u. s. w. Endlich findet man auf demselben Wege 

/ U -^ df^ dx^ . . dx^ = / UR^dx^ dx^ . . dx^ 

indem man zuerst in Bezug auf f^ integrirend vermöge der Be- 
dingungen 

dx^ = , da?, « , . . , dx^ = 

das Differential dfi durch x^ dxx d.i. R^ dx^ ersetzt. 

10. Wenn y eine gegebene Function von x ist, so liegt der 
Puncl ocy auf einer bestimmten Planlinie. Wenn für alle Puncle 

xy die zweite Fluxion ^ null ist , so ist die Linie gerad oder 

eine Mehrheit von Geraden. Ausserdem aber ist filr den Punct 
xy Sinn und Grösse der Krümmung der Linie durch Zeichen und 
Werth der zweiten Fluxion bestimmt. Diesen Bemerkungen, 
welche bei Erfindung der Differentialrechnung gemacht worden 
waren , entsprechen folgende Sätze. Wenn z eine gegebene Func- 
tion von X und y ist, 



§. ^% 10. 439 



dp SS rdx H- sdy, dq » gdx H- tdy 



d(i»,y) 



r s 
s t 



SO liegt der Punct xyz auf einer bestimmten Fläche. Wenn für 
alle Punete xyz die Functionaldeterminante rt^s^ null ist; so ist 
die Fläche developpabel ^ in planum explicabilis*). .Ausserdem 
ist der Punct ojyjs ein elliptischer, parabolischer, hyperbolischer 
Punct der Fläche d. h. die Fläche ist daselbst concav-concav (con- 
vex-convex) , plan-concav (plan-convex) , concav-convex, je 
nachdem rt — s^ positiv, null, negativ, so dass der Gleichung 
rf— 5^=0 die parabolischen Punete der Demarcationslinie entspre- 
chen , welche die elliptischen und die hyperbolischen Punete der 
Fläche trennt**;. Die Krümmung der gegebenen Fläche in 
dem Punct xyz derselben (im Gegensatz zu curvatura integra) 
wird durch dieselbe Functionaldeterminante berechnet oder bei 
verschiedenen Methoden , die Flächenpuncte zu bestimmen , durch 
Aequivalente derselben ***) . 

Der gegebenen Fläche wird von Gauss eine Kugel beigeord- 
net ^ deren Centrum im Anfang der orthogonalen CoordinateD liegt 
und deren Radius eine Längeneinheit ist, so dass dem Flächen* 
punct xyz derjenige Kugelpunct XYZ entspricht, dessen Radius 
mit der Normale des Flächenpunctes einerlei Richtung hat. Einem 
Flächendifferential in der Nähe des Puncles xyz entspricht dem- 
nach ein paralleles Kugeldifferential in der Nähe des Punctes XYZ. 
Das Verhältniss dieses Kugeldifferentials zu jenem Flächendiffieren- 
tial ist das Mass der Krümmung der Fläche in dem Punct xyz. 
Dasselbe Verhältniss haben die Projectionen der beiden parallelen 
Flächendifferentiale auf die Ebene xy. Die Fläche des Dreiecks 
der Punete 

{x, y, z) y {x + dx, y + dy, z + dz), (a; + <fa? , y + <fy , ä ■+• dji) 

*} Monge 4 775 Mem. pr6s. t. 9 p. 382. Eüler hatte 4 771 Nov. Comm. 
Petrop. t. 4 6 p. 3 besondre Gleichungen developpabler Flächen gegeben. 

**) Meüsnier 1776 M6m. pr6s. t. 4 p. 476. Vergl. Düpin Döveloppe- 
ments de g6oai6trie 4 84 3 p. 48. MöBtus baryc. Calc. §. 4 07. 

***) Gauss Disq. generaies circa superf. curvas 4 827 (Comm. rec. Gott. 
VI). Die hier gegebene Form der Rechnung ist in dem Aufsatz des Verf. 
Leipz. Bericht« 4 866 p. 4 enthalten. 
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hat (vergl. unien §. 45) die Projection \[dxdy^dxdy) , wäh- 
rend die Fläche des eDtsprechenden Dreiecks die Projection 
\{dXdY-^dXdY) hat. Daher ist die Krümmung der Fläche in 
dem Punct xyz 

dXdY-^dXdY 



k 



dxöy-^Sx dy 



Nun sind X, Fwie z bestimmte Functionen von x^y, d. h. 

dX s 



bx ^ bx ^ 
Ox Oy 



u. s. w. , folglich (§. 6^ 1) 



dX JX 




bx bx 

bx by 


dx 6(D 


dY dY 




bYbY 
bx by . 


dy 6y 



dx dr__ dx bY 
bx by by bx 

die Functionaldeterminnnte von X, Y^ in Bezug auf x^y . 

1|. Wenn js eine gegebene Function von a?, y ist und ihre 
Fluxionen in Bezug auf x , y durch p^ q, r ^ s^ t bezeichnet wer- 
den , so hat man 

dz Ä pdx + qdy, dp = rdx + sdy , dq «= sdx + tdy 
X : y : Z : 1 as p : 9 : - 4 : }/ p« + ^« + l 

Nun ist (5j 

bx bx bx bJC bp bp 

bx by ^ bq ^ by 

bY bY_ ^ bY b^ bq_ bq 
^ by ^ bq bx by 

und in Folge der Werthe 



|-, Y ^ ^, Ä« = p« + 9«+ I 



findet man (2) 



bx bx 




bp bq 


4 


bY bY 


" Ä» 


bp bq 





R 


bR 


bR 




dp 


ö« 


\ 


P 


\ 





" R* 


9 





4 





.^ 



§. 42, 12. 
also 



U1 



k ^ 



rt-s^ 



.'*»« 



(P' + r + \y 



12. Wenn /*eine gegebene Function von x^ y, z ist und ihre 
Fluxionen durch /i , /i, fz, fn, .. bezeichnet werden, so hat 
man auf der Fläche /*= 



p * 






/','(p^-f9' + ^) = 


A' + A' + /•, 


öp dp 






öa? by 
bq bq 


4 

~ f.' 


f ö/i öA 
'" 5i 01/ 


bx by 




, dr, dA 






/; 

A Ai + AiP A. + As<? A, 

/i Aa + /mP A« + A«9 As 

A As + AsP As + As<? As 



also 



k = 





« A 


A A 




-i 


A Ai A« As 




~ r," 


A A« A« As 
A As As As 








A A 


A 


-1 




A A, A 
A A. A 


. A. 


fA' + A' ■+ 


■ /.'j' 


2 As 






A A. A 


s As 



Anmerkung. Wenn J eine homogene Function der Va- 
riablen CO, !/, js, ti; von m Dimensionen ist, so hat man auf dei* 
Fläche /•= , 14? = 1 

= icA + 2/A + «A + A 

(m-1)^ = xf,^ -f 1/A2 + ^As + A4 

u. s. w. , folglich durch Verbindung der Zeilen und der Colonnen 



nt 
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rii M« /i8 M 

fit In in 12 

MS Tat /•• 'S 

A /a A. 



4 



m-4 



Ml M» M» M 

Ma fa« f«8 /« 

MS in f%% 1% 

M4 MI4 /s4 #4 



HT)* "^ ^ '" • * '«* 



(m-4) 

Diese Determinante stimmt als Functionaldeterminante der 
/*!,.., /*4 mit der HESSB'schen Determinante von f überein (7) . 

13. Wenn die Goordinaten x, y, z von den Argumenten 
u y V abhängen , so hat man 

äx S8 a^jdu -i- x^dVt dy « y^du -h- y^dv^ d% =» Zydu •¥- x^dv 

<*!/ !/i Va 



SS u^do; + Bd/y + Cd;ar s 



folglich 



A B 

p - -_, g= -_ 

C«(p« + 5« + 4) » ^« + Ä« + C* 



Nun ist (5 und 2) 



bx by 


bx bx 
bu bv 




dp dp 
Zu bv 


4 


bq bq 
bx by 


by by 
bu bv 




bq bq 
bu bv 


^ C» 



A A, A^ 


a?! x^ 




B B, B, 


ö Vi y« 


« 


C C, C, 


1 «1 :?« 





B B, B, 

\ c c, C^ 



C Ax^ + By, + C;Ji -Ar, + By, + Cap, 
Ci i4| ojj + B, y, + CiJJi ^i 0?, + B, y, -f^Ci «, 
C, -4,0?, + B,y, + C,jj, i4,a;, + Bjy, + C,», 



Aus den Identitäten 

^oj, + By^ -¥ C%x == 0, Äx^ + By, H- Cs, s o 
-4,0?, -♦- Biy, + Ci«! + -4a?,,' + By^^ + Cap,, • 

u. s. w. folgt aber 

A A^ A, 

A,Xt + • • 

« «, s, - • ' 

A. 

c c, c. 

Demnach ist k [A^ + 1^2 + C2) 2 « C* {rt — s») 



A^x^ •#• • • 

1,05, -f •• -4,05, + • • 



Ax^^ + • • 



• • 



AXi^ • 
Ax^ + • • 
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a^l 


Xi x^ 


a;„ a?i 


aj. 




«1/12 ^1 ' 


r. 


Vii 


Vi y« 


1^2« Vi 


1/2 


— 


2/is Vi 


Vs 


*ll 


*l «2 


«22 «1 


«2 


1 


«12 «1 


«2 




*^ll *^M ^ • • *^l *^22 


+ . 


. X2 X22 "^ • • 




= 


«Z/|| £l!/| ^" • • tZ/| flJj 


+ . 


. x^x^ + . . 






^11 «Z^ "f" • • ^j ^3 


+ . 


. ■ x^x^ + . . 






il/|3«3?j2 + • • *^1 *^12 


+ . 


. X^Xy^ + . . 




■ • 


07)2^1 + . . X^X^ 


+ . 


X^Xy + . . 






12*^2 ^ 


. • »2/| «Z/2 


+ . 


iPj X^ ^H • • 





14. Für das Quadrat eines in dem Punct xyz anfangenden 
Liniendiffereiktials der Fläche hat man 

dx* + dy^ + dar« 
» £dw* + 2Fd«dv + Gdv^ 

m 

wobei 

Die Krümmung ft ist von Gauss auch durch die Grössen E, F, G 
und deren erste und zweite Fluxionen ausgedrückt worden. 

Zunächst ist die Determinante der quadratischen Form 
Edu^ -I- • • aus der Determinante der Form (p^ -I- 1) dx^ + • • ab- 
leitbar (§. 6,4), folglich 

£ G - r = (p' + 9» + 1) C* « .4» + B« + C« 
Femer ergiebt die Differentiation nach u und v 

iJEi Ä ^i^n + • . 4^1 *=* ^2^2 "•• • ♦ 

^£2 S XyXy2 + . . 4^2 ~ X^X^^ + . . . 

^ x!r^ ä*S Ä/|jaJu + . . "^ *U| «Z/|22 + . . 5 ^11 ^* *''12*^12 "1" • • "I" *^2 ^Jm "♦• . • 

**1 S^ iJ/jit/u + . . + il/| •Z7|2 ^" • • ^2 ^ 3/2*^12 "■ • • ^ a?| 2/22 "^ • • 

i^l2 •* *^1I*^22 ■ * • ' *''2*^112 ^ • • " 12*^12 ■ * " ^ '^1*^122 "^ • • 

ri2 — i-022 — 2^11 =* ^11^22 + • • — ^12^12 "" • • 

Durch Benutzung dieser Werthe erhäit man aus dem obenstefaen- 
den Ausdruck (43) den folgenden für k{EG^F^)^: 

^12-"i^22— i^n ^2 — 4^1 4^2 

i^i E F 



F.^iE, 



G 






iE, 


iG. 


iE, 


E 


F 


iG, 


F 


G 
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§. 42, 14. 



Anmerkung. Lioiville (Journ. 16 p. 4 31) hat J^(]il— -/^ss^^ 
gesetzt und gefunden 



15. Wenn /i , /i , • • , /« ^oi^ einander unabhängige Functio- 
nen von Xi , X2y f ., Xf^ sind , so sind auch cc^ > CC2 > • * 9 ^n ^'^^ 
einander unabhängige Functionen von f\, fi^ " j fn' ^*® Deter- 
minante des Systems /l , /i , • • > /ii und die Determinante des Sy- 
stems a?i , a?2 » • • ? >^n sind reclprok , d. h. ihr Product ist = 4 ^) . 



Um /*,• in Bezug auf /^^ zu differentiiren , mtlsste man 
Xi , X2^ " j ^n durch /i , /i , • • , /ii ausdrücken und 

bilden. Diese Summe beträgt aber oder 4 , je nachdem k von 
i verschieden ist oder nicht, weil /i, /2J •• > /n von einander un- 
abhängig sind. 



Bezeichnet man t-^ |durch a^^ , v~ durch 6,^^ und die er- 
wähnte Summe durch c^j^, bezeichnet man die Determinanten 



a 



11 



a 



in 



a, 



ni 



a, 



nn 



6u 



'n\ 



Kn 



'♦m 



'II 



'ni 



in 



'W% 



durch Ä, S, 7; so ist 



^inKk 



folglich (§.6,4) r = ÄS. Nun ist 0,^ entweder oder 4 , je 
nachdem k von i verschieden ist oder nicht ; folglich T a? 4 
(§. 3 , 3) , d. h. 



K Ml. 

• • • • 

K _ Ml 



bx^ bx^ I 



s 4 



b.T 



8. 



n I 






*) Jacobi det. funct. §. 8. Dasselbe Theorem hatte Mör>ius Grelle J. 1« 
p. 146 gefunden. 



§. 42, 46. 



4iK 



16. Wenn R und S die vorige Bedeutung haben und die Ad- 
juncten von y^ und von j— in den beiden Systemen durch a^j^ 
und ß^]^ bezeichnet werden , so ist^) 



R 



hxj 


«/W 






= ßki 


bx^ 






da^m + i 


Vw + 1 


• • • 






• • • 


• 


dA 










• • • 


• 

das« 




• • • 

bx^ 


• 



Beweil. Nach den angenommenen Bezeichnungen (15) ist 



0*1*1* + «ih*»* 4- . . + flih»*«* =« ^ 



Wenn man diese Identitäten der Reihe nach mit 



«i» I «M > 



» <*«• 



multiplicirt und dann addirt , so erhält man (§. 3, 2) 
Femerist (§. 7, 2) 



"^ii • • "im 



• • 



««i • • ** 



« IP- 



''^m-4>i,m-4>i • • **»••«• 1,« 



'»^•«•1 



. • ff. 



m» 



Durch Substitution der eben gefundenen Werthe von an , . . , Of^m 
erhalt man auf der linken Seite (§. 3 , 4) 



Ä« 



frii • • * 



im 



'mi 



. . b 



mm 



*) Jacobi det. funct. §. 8 und 9. 

Baltier, I>«term. 4. Aufl. 



4« 



U6 §. 12, 16. 

und daikiit den Inhalt der zweiten Behauptung. Die übrigen Be- 
hauptungen folgen aus den bewiesenen , indem man gleichzeitig 
f mit X , R mit S vertauscht. 

17. Wenn t eine Grösse bedeutet , von welcher fxi h^-- 1 fn 
auf gegebene Weise abhängen , so kann man die Fluxionen 

welche zunächst Functionen von ccj , a?2 , . • , flCn sind , von den 
Variablen f\^ f^^ -- y fn abhängig machen , um sie in Bezug auf 
diese Variablen zu differentiiren. Die Functionaldeterminante R 
(4 5 und 1 6) , welche zunächst eine Function von Xi^ x^, • . , ^n 
ist , kann ebenfalls durch fi, f^^ " i fn ausgedrückt und dann 
nach t differentiirt werden. Wenn andererseits u eine Variable 
bedeutet, von welcher cci , a>2 , - -•, x^ auf gegebene Weise abhän- 
gen u. s. w. , so ist nach den angenommenen Bezeichnungen*) 

und analog 

b da?! b dx^ b bx^ ^ ölogS 

da?i ^u bx^ ^u * ' bx^ bu " bu 

\ ^uj bx.\ buj bXf^\ ^ü ) " 



bx 



Insbesondere ist**) 



bh "*' K '*'" ^ ^fn ' 
öx^ 0X2 Ox„ 



is. Nach §.3,45 hat man 

bR _ ba 
-bf ^ -^"^ 'bt 



ik 



*) Jagobi det. fanct. §. 9. Yergl. Jacobi Grelle J. 27 p. 209. 
**) Jacobi Grelle J. 27 p. 203. 



J 
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u'orin nach (H) 

Nun ist aber 

SI^ "5/7 "^ 575^ d/i ■*•••+ ö«dip„ ö/i " "5a "5F 
folglich 

— = ÄZ A ^/i ^ log i^ = 5- ^ M 

ö< » bfi "tr "~5r~ » "5a bt 

Ferner ist ÄS ss 4 (^ 5) , also log Ä + log S = , und 

Da die Functionaldeterminante S eine Function der Grossen fi , 
f2 7 - -7 fn^^^j welche die Variable t enthalten, so hat man 

^ _ dS dA bS bf^ bS bf^ 

ö< " ÖA "5r "*' "5a d« "^ • • "*"5a; ^ 

Nimmt man hinzu, dass 

ii öA ^ «J_ dA _ _Lf^^\ 
bfi U"^ ^ bfi'W " bfi V di ) 

ist; so erhält man die zweite der aufgestellten Identitäten. Die 
analogen Identitäten ergeben sich durch gleichzeitige Yertauschung 
von t mit u , f mit x , R mit S. 

Wenn insbesondere ^=0?^^, seist (16) 

^^ = '^*'' '^-'•^• 

18. Wenn X, X^ , . . , X^ gegebene Functionen von x^x^, , , 
x^ bedeuten , f eine unbestimmte Function derselben Variablen 
und 

•^(^'-^^ + ^.^ + ---^^»d|: 

ist ; wenn ferner n von einander unabhängige Lösungen der linea- 
ren pärtialen Differentialgleichung %p {/) ^0 durch /i , /i , • . , /n 
bezeichnet werden, so dass tpifx) , V'l/i) 7 • • j V^(/n) identisch ver- 
schwinden : so lässt sich ein Multiplicator M angeben , durch wel- 

10* 



U8 



§. 42, 4,8. 



eben tp{f) zur Determinante der Punctionen f,fi, * - , fn wird. 
Es ist nämlich 



R 



hx 






hx 


dA 


dA 


• 

bx 


• • • 


• 



>r A 



bx 



'-l--*^^' 



x^ 



folglich MxlJ{f)^R, wenn Jlf =^4,- : X,-. In der That verschwin- 
den R und i/;(/] , wenn für f eine der Functionen fy^f^f - - gesetzt 
wird. Zufolge der in [1 7) bewiesenen Eigenschaft der Adjuncten 
Aj A^y ,. ^ A^ ist der Multiplicator M eine Lösung der linearen 
partialen Differentialgleichung *) 



^ 



bx^ 



öx. 



Anmerkung. Die durch M bezeichnete Function der 
Grössen x, x^^ ,., x^ wird nach Jagobi.(1. c.) der Multipli- 
cator der partialen Differentialgleichung i^(/*) = 0, oder der 
partialen Differentialgleichung 

oder des Systems von gemeinen Differentialgleichungen 

dx : dx^ : dx^ : . . : dx^ = X : X| : X, : . . : X^ 

genannt, weil die Auflösungen jener partialen Differentialglei- 
chungen und dieses Systems gemeiner Differentialgleichungen im 
engsten Zusammenhange stehen. Ist nämlich n eine Lösung der 
Gleichung xffif)=BO und x dadurch von x^, x^, . . , x^ abhängig 
gemacht, dass man ti einer willkürlichen Constante gleichgesetzt 
hat, so hat man 

— bn 



bx 



-^»S^"*"-- '*"^5^ 



bn bn bx 
bx^ ^x bx^ 



=: 



_ ' . ^ ^ 



*) Jacobi Grelle J. 27 p. 240. Vergl. dessen Vorlesangen über Dyna- 
mik. MALMSTikN Liouv. J. 4 862 p. 257. 



§. 43, S. , U9 



bn Ott bn bx bx 

TXT *• TZ" yzr • . • ^ ^ • -" y~- • "• Y~— • • • 

Ox OXi OX^ QX^ ÖX^ 

sss A — A| -r — . . — Jl— C" '■ 

Sind andrerseits f\, f%<, - *j fn ^^^ einander unabhängige Lösun- 
gen der Gleichung tp[f) = und willkttrlichen Constanten gleich- 
gesetzt , so hat man 

da; da?! oa;„ 

und durch Auflösung dieses linearen Systems 

dx : da?, : dx^ : . . = A : A^ : A^ : , . 

•■» A • Ai • -Aj ! • . 

§. 13. Die homogenen Functionen , insbesondere die 

quadratischen Formen. 

1. Wenn u eine homogene Function der Variablen Xi,X2,- - ^ 
x^ von m Dimensionen ist, wenn man -^ durch t/,- bezeichnet, so 

ist nach Euler^s Theorem *) identisch 

mu SB «,aj, + . . + t*»a;„ 
Indem man denselben Satz auf die homogenen Functionen u^ , 
«2 , . . , von m — 4 Dimensionen anwendet und y— s— durch u^j^ 
bezeichnet , erhält man das System von Identitäten 

(m - 4) 1*1 SS «„ a;, + . . + u^, x^ 

• ••••• 

(m-4)tt„ = tt,„a?, + . . + tt„^a?„ 

2. Nach den angenommenen Bezeichnungen ist**) 

m{m—\)u = 2xiXi^u^ (i,Ä = 4 , l , . . , n) 



"i") Mecbanica 4736 tom. II, §. i06. 497. Calc. diff. §. S25. 
**) Lacroix Calc. diflf. §. 292. 
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Wenn man nfimlich die obigen Identiiaten der Reihe nach mit x^, 
OD) , • • , ^fi inultiplicirt uDd addirt , so findet man auf der rechten 
Seite die angegebene Summe; weil u^j^ = Uj^^j und auf der linken 
Seite m(m— 4)w nach (4). 

Alle diese Ausdrücke der homogenen Function durch ihre 
ersten , zweiten , . . Fluxionen ergeben sich , wenn man die Iden- 
tität 

nach steigenden Potenzen von w entwickelt. 

3. In Folge der in (4) gegebenen Identitäten ist (§. 8) 



m 

U tt, 



tt, w„ 



u. 



n 



'ni 



W« ttm 



% 



nn 







nach Weglassung des Factor m — 1 in der ersten Golonne (§. 3, 4] . 
Diese identisch verschwindende Determinante (n-hl)ten Grades 
kann nach §.5,5 entwickelt werden. Bezeichnet man die 
HEssB'sche Determinante von u (§. 12, 7) durch v=sS±Uii., u^^^ 
und die Adjuncte von u^j^ in v durch a^^^, so ist a^i^saj^,-, weil 
Ui^ = U]^i (§. 3, 5) , und man erhält*] 



mu 



»11 w„ 



<*,! U^2 



Un 



1*1 Ui, ttj. 



m 



7 UV — 2^M.UjL «^ s: 



4. Aus dem System (4) 



- (w- 1) 



mu 



+ f#, a?! + . . + u^ a?„ = 



— (m — 4) • f#i + Uli a?! + . . + ««m ^n = ® 

folgt nach §.8,2 die Proportion 

— (w — 1 ) : 0?! : aj, : . . ^ ßi 'ßii ' ß^i ' * » 



*) Hesse Grelle J. 38 p. 242. 
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mu 



wenn die Adjuncten der Elemente — ^^y- , w,-, u^^ in der ver- 
schwindenden Determinante (n-f-l)ten Grades 



R = 



mu 



u 



n 



U 



11 



U 



n\ 



U. 



u 



\n 



U 



nn 



der Reihe nach durch Vy /?,-, ß^j^ bezeichnet werden. Nun ist 
ßik = ßki (§. 3,5), ft.2 = vßii (§. 3,8), folglich 



in. 



m — ^ 



(m-4)« /?/-* t; 

Wenn daher in dem System mit identisch verschwindender 
Determinante R irgend eineSubdeterminante nten Grades, nament- 
lich die Determinante v, identisch verschwindet, so verschwin- 
den auch die übrigen Subdeterminanten desselben Grades. 

5. Die bewiesenen Relationen leisten einen wichtigen Dienst 
in der Theorie der Krümmung von Linien und Flächen. Wenn f 
eine Function der orthogonalen Coordinaten x^ y eines Punctes 
ist, also /*= die Gleichung der Linie ist, auf welcher der Punct 
xy liegt; wenn ferner 





bx ^' ' 








öY öY 

bxby ~~ bybx 


= /u = /jl f 


dY 

dy« 



rss 



gesetzt wird , so ist bekanntlich 

die Gleichung für die Normale der Linie f=0 durch den Punct 
xy derselben, wobei §, rj die Coordinaten irgend eines Punctes 
der Normale bedeuten. Setzt man 



*) Hiermit stimmen die von Hesse (Creile J. 28 p. 103 und 38 p. 242) 
gegebenen Relationen überein. 
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und differentiirt diese Gleichungen , so erhalt man 

fydx -^ f^dy SB 

oder 



fx-j^ - (f/; - XAr, 



A— « df^'-Xdy 



für die Normale der Linie /*= durch den Punct (o? -i» da? , ^ -i» dy) , 
welche mit der ersten Nonnale den Punct ^f] gemein hat, d. i. 
das Centrum der Krümmung, welche die Linie f=sO im PuuQte 
xy hat. Aus dem System 

a fidx-h f^dy 

dl 



A-^ = (Ai-^) *^ + 



Aa<*y 



A 



dl 



folgt (§. 8) 



^ 


Ux <te + (/•„ 


-i)dy 




f. 




« 



zur Bestimmung von X. Wenn man diese Gleichung nach §. 5, 5 
entwickelt, so erhält X den Coefficienten fi^-^f^^ und das von X 
unabhängige Glied ist 

/l Ml l\% 

/» f\% fn 



Daher ist 



X = 



- L 



h'-^h' 



Endlich hat man zur Berechnung des Radius der Krümmung , der 
durch q bezeichnet wird, 

und zur Berechnung der Krümmung 

Q 



(A'+A*) 



i 



§. 13, 6. «53 

Die Determinante L ist leichter zu behandeln^ wenn die 
Function , auf welche sie sich bezieht, homogen ist. Versteht man 
unter u die homogene Function der Variablen x^y a^ , x^; welche 
mit f identisch wird , wenn x^z= \ , so hat man (4) 



L » 






«1 


«1 


«1 


«11 


«12 


«2 


«12 


«22 



V 



{w-<r 



worin v = 2dtuiiU22^i und nach der Differentiation x^^^ 
zu setzen ist. 

Der Punct der Linie f= (oder w = 0) , in welchem die 
Krümmung verschwindet , ist ein Wendepunct der Linie (im wei- 
tern Sinn). Dazu genügt die Gleichung jL = (oder v = 0), wenn 
A^"*"/2^ nicht null, der Punct kein singulärer (ein einfacher) ist. 
Also gehören die Wendepuncte zu den gemeinschaftlichen Puncten 
der Linien f=sO (oder w = 0) und X = (oder i; = 0) . Nun sind 
f und u nach Voraussetzung mten Grades, v aber 3(m— 2)ten 
Grades, folglich haben die gedachten Linien äm(m — 2) gemein- 
schaftliche Puncto , die im Allgemeinen Wendepuncte der Linie 
/*= sind, d. h. eine Linie mter Ordnung ohnä singu- 
lare Puncto hat 3m(m — 21) Wendepuncte*). 

6. Wenn ferne Function der orthogonalen Coordinaten x, y, 
z eines Punctes, also/=s die Gleichung der Fläche ist, auf wel- 
cher der Punct xyz liegt, so sind nach den vorigen Bezeich- 
nungen 

die Gleichungen für die Normale der Fläche fes durch den Punct 
xyZj wofür 

gesetzt werden kann. Die Normalen der Fläche /*» durch die 
Puncto (x, y, z) und (x-i-dx, y-^dy, z-^dz) schneiden sich 
im Allgemeinen nicht , sondern nur dann , wenn der zuletzt ge- 
nannte Punct auf einer durch xyz gehenden Krümmungslinie 



*) Dieser Satz ist 4834 von Plücker (Grelle J. 42 p. 405, System 4885 
p. 364) aufgestellt worden. Der hier mitgetheilte Beweis rührt von Hesse 
(1. c.) her. Einen andern Beweis findet man bei Jacobi (Grelle J. 40 p. 354). 
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liegt*). Ihr Durebscbnitt §f]C ist das KrtlmmungscentniiD eines 
Hauptscbhitts der Fläche ftir den Punct xyz. Durch Difl^rentia- 
tien der obigen Gleichungen findet man für diesen Fall 

{x — ^) (iA + Idx SS df^ , u. s. w. 

oder 

A — = df, - Xdx 



h 



dl 



dff — Idz 



Folglich (§. 8) ist 



fi df, dx 

/i df^ dy = 

die Differentialgleichung , welche in Verbindung mit der Differenz 
tialgleichung der gegebenen Flüche 

f,dx -¥ Udy + f^dz = 

die durch den Punct xyz gehenden Krümmungslinien bestimmt. 
Aus dem iSystem der Gleichungen 

s f^dx •¥ f^ dy + /; d* 

dX 



A -y = [fn -^)dx 
t ^^ 

u 



X 
dl 



■-.-fitdy + f„dz 

ft,dx+ {f„-l)dy + f„dz 

f„dx + f„ dy + (/•„ - X) dx 



folgt zur Bestimmung von X 





f. 



A 

fn 
f» 
f» 



-X 



f» 



f. 

* fit 
/as 



-i. 



*) Bei genauer Infinttesimalbetrachtung findet man (Scheibner briefl. 
Mittheiiung) , dass in diesem Falle der Abstand der Normalen ein Unend- 
Itchkleines 8ter Ordnung ist , während der Abstand der Fusspuncte zu deo 
UneBdlichk leinen 4ter Ordnung gehört. Vergl. Bouqoct Liouv. J. 44 p. 425. 
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Diese Gletchnng ist zweiten Grades , und zwar bat l^ den Coef- 
ficienten — /i^ — /*2^— /*3^, wahrend das von X unabhängige Glied 



L = 



'^ U h h 

11 Ml /»« M» 

12 112 In /«» 
/s M» /«a /3» 



ist. Bezeichnet man die Wurzeln derselben Gleichung durch X\ 



l", so hat man 



rr = 



-L 



A' + A'^ + A* 



Wenn man endlich den Abstand des Punctcs ^tjJ^ von (ryz durch 
Q bezeichnet ; so ist 



Demnach hat auch ^ zwei Werthe q\ q", so dass 

Die reciproken Werthe von g' und q" sind aber die Krümmungen 
der durch xyz gehenden KrUmmungslinien und der von ihnen 
berührten Hauptscbnitte der Fläche, also ist das Product der 
Hauptkrümmungen der Fläche /'s in dem Puncto xyz 



-L 



e'e" 



2\t 



(A' + A*' + /•,') 



(vergl. §. 12, i%) 



Versteht man unter u die homogene Function der Variablen 
^i> ^2» ^3? ^4? welche bei 0^4= 1 mit f zusammenfällt, so hat 
* man (4) 



L = 



Ui u^ 



Un 



«i w„ W,2 «i, 

Wj ttj2 **22 **23 
«3 «13 U,3 «33 



r 



(m-4)' 



Die Puncto der Fläche /*=0 oder w = 0, für welche L oder 
t; verschwindet, sind parabolische Puncto der Flächei (§. 12, 10), 
und liegen auf der Demarcationslinie (/"ja , Z = 0) oder (w = , 
t; = 0) ; welche die elliptischen Puncto der Fläche von den hyper- 
bolischen trennt. Nun sind f und u nach Voraussetzung mten 
Grades, v aber 4(m— 2] ten Grades, also ist die Demarca- 
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tioDslinie einer Fläche mter Ordnung eine Linie 
mX4(w—2)ter Ordnung*) . 

7. Aus den in (\) gegebenen Identitäten hat Jacobi**) , ver- 
anlasst durch einen von Hesse mitgetheilten Satz ^ folgendes die 
mehr erwähnte Determinante 



V 8= ^± 1*„ . . tt, 



nn 



betreffende System von Identitäten entwickelt. Zunächst ist 
wie §.8 

(I) vXi = (w-'lKa,,-«! + . . + cCniUn) 

wenn a^j^ =» «j^,- wie oben (3) die Adjuncte von f/|j^ ssu^^- in v be- 
deutet. Indem man diese Identität in Bezug auf x^ oder Xj^ diffe- 
rentiirt und zur Abkürzung 

setzt, erhält man 

(II) ViXi = (m-4)^-^ «^ + . . + ^ tt^^ 4. (w-i) V 

weil (§. 3, 2) 

«i««iA + . • .+ «n«Wn* = ö 

Durch abermalige Differentiation der gefundenen Identitäten, 
wobei 

bxj^ bxi *' 

gesetzt ist , erhält man 

*) Hesse 1. c. 
**) Grelle J. *» p. 848. 



(III) 
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» 

indem man die Differentiation der Identitäten 

«1,1*1, + . . + «»,«„, = 

in Bezug auf X]^ zu Hülfe nimmt. 

8. Bei einem System von Werthen der Variablen o^i , 0^2 , . . , 
x„y welches den nicht unbedingt zulässigen Gleichungen 

«*i = 0, f», = 0, . ., «n « 

genügt, verschwinden zugleich die Functionen u und v [i) , sowie 
Viy V2y "j v^ (1 , II). Daraus erkennt man , dass ein Doppel- 
punct der Linie t^ = auf der Linie i; = liegt und ein Doppel- 
punct (bei vereinten Tangenten ein 3facher Punctj derselben ist^ 
dass also nicht alle, gemeinschaftlichen Puncte der Linien u = 0, 
t; = Wendepuncte der Linie u=0 sein müssen. 
Aus den Gleichungen 

• • • • • 

folgt aber (§. 8, 2 und §. 3, 8) , wenn a^j^ die angegebene Bedeu- 
tung hat, 

X% «Z/j fl/j ! • , si ^\% ^%i ^%% • • • 

«11 "" ««1 ^ ' * ™ AT 

Durch diese Substitutionen erhält man in (7 , III) 

VikXi « - (m-<) iV^,(a.i^ + . . + o;^ 1^) 
d. i. nach (1) 

^ik = - (w - 4)(w - 2) Nf*a 

folglich*) 

weshalb auch die Determinante 2±Vxx . . v^ verschwindet. 

Die Geraden , welche die Linie t/ ss in ihrem Dpppelpunct 
berühren , werden durch die Proportion der nicht verschwinden- 



*) Hesse Grelle J. 40 p. 816. Vergl. Jacobi 1. c. 
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den Differentialquotienten basümint. Man erkeimt also , dass die 
Geraden , welche die Linie n = in einem Doppelpunct berühren, 
zugleich die Linie t; = daselbst berühren. Ein Doppelpunct 
der Linie u = enthalt demnach S X Sl -f- 2 (bei vereinten Tan- 
genten S X 3 + 2) gemeinschaftliche Puncto der Linien t/ = , 
t; =s , welche nicht Wendepuncte der Linie t/ = sind. Plügker 
System 1835 p. 266. 

0. Die homogene Function u von m Dimensionen wird, wenn 
sie ganz ist und ganze Coefficienten hat, eine Form mten 
Grades (linear, quadratisch; cubisch u. s. w.) von n 
unbestimmten Variablen (binär, ternär u. s. w.) ge- 
nannt*). Eine quadratische Form (häufig »Forma schlechthin) kann 
durch 



ik 



eine cubische Form durch 



dargestellt werden, wobei i, kj l alle Werthe von \ bis n erhal- 
ten und die Grössen a,j^, a^i^i durch Umstellung ihrer Nummern 
keine Veränderung erleiden. Unter der Determinante einer 
quadratischen Form versteht man die Determinante des Sy- 
stems ihrer Coefficienten. Ist 2 ± a^ . , dn^^^Rj so heisst R 
die Determinante der Form u = -2^a,-^a?,a;^ (bei Gauss — ä) . 

ik 

Wenn a^j^ die Adjuncte von a^^ in dem System der Coefficien- 
ten bedeutet , so heisst die quadratische Form 

(bei Gauss —U) der Form u adjungirt***). Nach §.7,1 hat 
man 

d. h. die Determinante der adjungirten Form ist die (n — 1)te 
Potenz der Determinante der Form. 



*) Gauss Disquis. arithm. art. 453 und S6$. 
**) Vergl. Hesse Grelle J. 28 p. 7*. 
***) Forma adjuncta. Gauss I. c. 267, 
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4bd 



Die adjungirte Form U und die Form u können als Deter- 
minanten dargestellt werden. Nach §.5,5 hat tnan 



- u 



y. 

Vi 



"11 



a 



Vn «wi • 

Nach derselben Entwickelungsregel ist 



in 



'nn 



05. 



X, 



n 



X. et 



11 



^n «ni 



a 



in 



« 



nn 



— 2x^Xf^A 



ik 



wenn A^j^ die Adjuncte von a^^ in dem System der Coefficienten a 
bedeutet. Nun ist ^4,^ = iP»-2a^.^ (§. 7^ 2) ^ folglich*). 
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10. Die Form u = Sa^j^x^Xj^ wird durch t^ x^ 
ausgedrückt , so dass 



^n^n 



^in^n 



Ui Ä a,i Xi -§-... 

den halben Diflferentialquotienlen von u in Bezug auf Xi bedeu- 
tet (1). Wenn die Determinante derForra verschwin- 
det, so sind %, .., u^ bei beliebigen o? durch eine homogene 
lineare Gleichung 

verbunden , deren Coefficienten sich verhalten wie die Ädjuncten 
einer Golonne (Zeile) des Systems a. Unter der Voraussetzung; 
dass Cg nicht null ist , geht die Form durch die Yertauschung von 
Xi mit 



Xi - Ci 



X, 



(i a 1 , 2 , . . , n) 



Über in eine Form von n — 1 Unbestimmten (§. 8 , 4. §. 1 2, 7) . 
In der That ist a^i q + • • + a^^ c^ = , daher 



*) Bbioschi Det. (58). 
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Dabei ist die adjungirte Form Sa^^y^yi^ ein Quadrat (§.5,7). 
Die quadratischen Formen von n Variablen mit verschwindender 
Determinante werden als singulare ausgeschieden von den 
ordinären mit nicht verschwindender Determinante, welche 
als Formen von weniger Variablen sich nicht darstellen lassen. 

Beispiel, m = cc^ + y2 ^ 9^32 ^ ^yr^ _ ^^z — 2a?y + %xt — kzt 
In dem System 

-4480 

— 3 8 9—2 

4 0—2 

hat die erste Zeile die Adjuncten —4, S, -*-2, 0. Die Determi- 
nante von u ist null , also kann ^ = 2, 02» — 1, Cgsl, C4 = 
gesetzt werden, und man findet nach den angezeigten Vertau- 
schungen 

«*=(!/ + ia:)* + 9(ä — ia?)' + 6(y + ia?)(Ä — Ja?) — 4(jj - {x)t 

« (a? + 2j/)» + 9(« + y)* + 6(£D + 2y)(jj+|/) +2(a; + 2y)t-4(Ä + t/)t 
=s (oj — 2jj)* + (i/ + ä)» - 2 (a? - 2jj) (1/ + j) + 2(0? — 2jj)t 

durch 3 Unbestimmte ausgedrückt. 

11. Eine ordinäre quadratische Form von n Variablen lässt 
sich durch n Quadrate lineare^ Formen ihrer Variablen darstel- 
len*). 

Wenn a,j nicht null ist , so ist 

wobei die lineare Form p und die quadratische Form v! die Va- 
riable Xi nicht enthalten ; folglich 

Wenn aber alle a^^ null sind und a^j^ nicht null ist, so hat man 



*) Lagrange 4759 Mise. Taur. 4 p. 48. Möcanique l. 4, III. Gauss 
Disq. arithm. 274. Theoria comb, observ. 34 (Comm. Gott. 4849). 
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wobei py q, u" die beiden Variablen a?^*^ xj^ nicht enthalten: , 
folglich 

In dem ersten Falle besteht die Form u aus einem Quadrat 
und einer quadratischen Form von n — 1 Variablen, in dem zwei- 
ten Falle besteht sie aus 2 Quadraten und einer quadratischen 
Form von n-*8 Variablen. Von den übrigen Formen können 
wiederum Quadrate abgelöst werden , u. s. w. 

Wenn Sa^j^x^Xi^ ss aiy^^ + - • -^ ^riVr? ^^^ • ^*® Deter- 
minante der linearen Formen ^t t • * ? ^n ^^^ ^ ^^^ ^^^ Deter- 
minante «t 02 . . a„ der transformirten Form zu der Determinante 
2 ± G4i . . a^ii der gegebenen Form das Verhältniss tß (§. 6, 4) . 

. 12. Bei allen Ausdrücken einer gegebenen ordinären qua- 
dratischen Form von n Variablen durch n Quadrate ergiebt sich 
diese|be Anzahl Quadrate eines Zeichens*]. Es sei z. B. 

w » «ii/i* + ««y«* + «•!/•• + ««^4* 
* AV +A?."'+AV + i*4*4' 
«iVi' + ««Vt* + • • - /?iV - AV - • • « 

50 dass sowohl ^i , . * ; ^4 > als auch Zij .., z^ lineare Formen von 
a^ij . . , CC4 mit realen Coefficienten sind , deren Determinanten 
nicht verschwinden. Unter den Coefficienten a^ ; • . , «4 sei jeiner 
z. B. 04 negativ , die übrigen seien positiv : dann ist unter den 
Coefficienten ß\, •", ßi einer negativ, die übrigen sind positiv. 
Wären z. B. ß^ und ß^ negativ, so berechne man a;^, .. , X4; 
-welche dem System ^4 = 0, js^ s , z^^^^ genügen. Diesen 
(ein- oder mehrfach unbestimmten) Werthen entsprechen ^1 ; ^2 9 
^3 , JS3 , JS4 , welche nicht alle null sind, weil den Systemen ^1 =s 0, 



*) Sylvester hat diesen Satz entdeckt und unter dem Namen »Träg- 
heitsgesetz der quadratischen Formen« bekannt gemacht Philos. Mag. 4852, 
II p. UO und 4853 p. 484. Jacobi hat denselben Satz 4847 gekannt aber 
nicht veröffentlicht. Vergl. den nachgelassenen Aufsatz Jacobi's Grelle J. 58 
p. 275 nebst den Mittheilungen von Herhite und Borchardt a. a. 0. p. 274 
und 284. Durch Beziehungen zwischen den Coefficienten «und ß ist der 
Beweis von Brioschi geführt worden Nouv. Ann. 4856 Juli. 

Baltzer, Determ. 4. Aufl. \\ 
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^2=0, y3«0, y4 = and jsj =0, Z2^0, ^3 = Ö, ^34 = nur 
verschwindende x^, » > , x^ genügen (§. 8,2). Also ist 

positiv , nicht null gegen die Voraussetzung. 

Demnach hat man unter den ordinären quadratischen Formen 
von 2m und von im-^i Variablen diejenigen in eine Species 
zu vereinen, welche durch Quadrate ausgedrückt werden, von 
denen A: eines Zeichens, die übrigen anderes Zeichens sind; 
entsprechend der Anzahl ft s , 1 , . . , m giebt es m -1» 4 Species, 
abwechselnd mit positiven und mit negativen Determinanten, 
z. B. 2 Species binärer und ternärer , 3 Species quatemärer und 
^uinärer quadratischer Formen , u. s. w. Die Formen erster Spe- 
cies sind von Gauss Disq. arithm. 271 definit (unfähig im realen 
Gebiet das Zeichen zu wechseln , also entweder positiv oder nega- 
tiv), alle andern Formen ohne Unterschied indefinit genannt 
worden. 

Anmerkung. Wenn yi , . . , ^4 lineare Formen der «^ , . . , 
x^ sind , so sind die Figuren der entsprechenden Puncto y und x 
collinear (homographisch). Aus dem Obigen folgt nun, dass 
man die ordinären Linien 2ter Ordnung in 2 Species , imaginäre^ 
reale (Ellipse , Hyperbel , Parabel) , die ordinären Flächen 2ter 
Ordnung in 3 Species, imaginäre, elliptische (EUipsoid, Hyper* 
boloid , Paraboloid) , hyperbolische (Hyperboloid , Paraboloid) zu 
vertheilen hat, dergestalt dass zwei Linien oder Flächen dersel- 
ben Species coUineare Figuren sind. Vergl. Möbius baryc. Galc» 
p. 314. Jagobi a. a. 0. p. 280. 

13. Wenn bei den Werthen x^ = q , .., a;„= c^, unter 
denen einer z. B. c^^ nicht null ist, die Form ussQ wird, so ist 
sie entweder indefinit oder singulär*). 

Beweis« Durch die Substitution 



n *^n 



erhält man 



*) Krokecker Monatsbericht der Berl. Acad. 4868 p. 339. 
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= TT ^<^ikCi<^k + 2 -r ^^ikCiVk + ^^ikViVk 

Davon ist das erste Glied = nach der Voraussetzung. Wenn 
es nun Werthe y^ , . . , yn^i giebt , bei denen Sa^j^c^y/^ nicht ver- 
schwindet, so kann man den Werth von x^ so verändern, dass 
die Form Werthe von entgegengesetzten Zeichen erhält. Wenn 
aber 2 a^j^c^y]^ bei allen Werthen y^, .., y^^i verschwindet, so 
hängt die gegebene Form von nicht mehr als n — 4 Variablen ab ; 
in der That verschwinden nicht nur die Summen Sa^^Cij .., 
^^tn— i^i) sondern in Folge der Voraussetzung Sa^i^CjCj^=sO ist 
auch Sa^^Ci^sO, also verschwindet 2 ± a^ . . a^^^. 

Man schliesst hiernach, dass die ordinäre Form Sa^j^x^Xj^ 
definit nicht sein kann , wenn die Coefficienten %i , 022 } • • 9 ^nfi 
nicht alle von Null verschieden und nicht alle von einerlei Zeichen 
sind. 

14. Wenn man aus zwei gegebenen ordinären quadratischen 
Formen derselben Variablen 

mittelst willkürlicher Multiplicatoren die Form ug> -1» vyj und ins* 
besondere die Formen 

ableitet, so können alle Formen uq)'¥v\f) auch durch u'q/-^ v'xp' 
ausgedrückt werden. Dazu sind die Bedingungen 

erforderlich und hinreichend. 

Wenn die Determinante der Förmig) 4- v\p 

einen complexen Divisor hat, d. h. wenn die Gleichung /"(u, t^) 
a=0 eine complexe Wurzel hat, so sind alle ordinären Formen 
tup -4- v^ indefinit*). 



*) Kroheckeii a. a. 0. Vergl. anten §. 44, 43. 

44 
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Beweil. Es seien u^ und u^ , v^ und t;^ conjugirt complexe 
Zahlen, und Ui(p -^ v^tp, u^f -^ ^2^^ Formen mit verschwin- 
dender Determinante, mithin von weniger als n Variablen und 
darstellbar durch weniger als n Quadrate z. B. 

in denen t eine Wurzel der negativen Einheit , ^i > ^i , ^2 » ^2 } - • 
reale lineare Formen der Variablen Xi , . . , o?« bedeuten. Dann sind 

4 («i + ^t)<f + 4(^1 -H«,)^ - ^IVr^ - V) 

zwei Formen, aus denen, wie oben bemerkt, alle Formen uqE> <4- vfff 
durch 

dargestellt werden können. Nun ist 



= {u'y + tüjj) 



(^-^') 



wenn v'-i- VV^ + t/^ s tc? und demnach v'— V«'* -i- 1;'2 — 

w 

gesetzt wird. Jede unter den Fonnen 

verschwindet aber , wenn Xi, . . , a?n den n — 4 linearen Glei- 
chungen u'yf.'h wZf,ssO genügen, und ist indefinit unter der 
Voraussetzung, dass ihre Determinante nicht verschwindet (13). 

Umgekehrt schliesst man : Wenn unter allen ordinären For- 
men ug) + viff eine definit ist, so hat die Gleichung f{UfV) »0 
lauter reale Wurzeln*). 

15. Zufolge der Identität 

ua> -^ V%ff SS — ' ^^ 4p -•- -^^ ^^ V 

Vk H 

kann die Form wp-^vip mittelst der Divisoren ihrer Determinante 
durch Quadrate linearer Formen dargestellt werden, in Be- 



*) Weiemthass Berl. Monatsbericht 4S68 p. )48. 
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tracbt dass u^tp •+- v^^ip eine Form von weniger als n Variab- 
len ist*). 

Wenn f» eine positive Form ist, so hat die Determinante 
von uq> -H v^ nur reale Divisoren UV)^ — u^v [\k). Die Form 
Uffj^ '^ v^xff kann durch n^\ Variable y^, • • ? 9n ausgedrückt 
werden. Die Form (p kann durch y^, >> , yn ^^'^ ^^^'^ andre Va- 
riable ausgedrückt werden , wobei die Quadrate der Variablen 
positive Coefficienten haben (13). Man kann demnach von tp das 
Quadrat einer linearen Form aller Variablen ablösen , so dass. 
eine Form der ^2 1 • • ? ^n Übrig bleibt (H) , und man erhält 

Hierbei ist (p' wiederum eine positive Form , daher kann man die 
Form U(p' + v\p' der Variablen y^, • • > ^n stuf dieselbe Art zer- 
theilen^ u. s. w. Ein linearer Divisor der Determinante von 
uip' + v\j/ ist zugleich ein Divisor der Determinante von uq> -i- v\p^ 
weil beim Verschwinden jener Determinante auch diese ver- 
schwindet (10). Also findet man 

folglich 

- ^ = -??L -j « ^. . . ^ — «»' 

Wenn alle Wurzeln — ^ , -^ , . . der Gleichung f[u , t;) = 

negativ sind, so ist \p eine positive Form. 

Die übrigen Fälle sind von Wbierstrass und Kronbckbr 
Monatsbericht der Berl. Acad. 4868 p. 310 ff. behandelt worden. 
Vergl. Kronbgker über Schaaren quadratischer Formen, Berl. Mo- 
natsbericht \ 874 Jan. 

16. Unter einer SrcRM'schen Reihe wird eine Reihe von Glie- 
dern verstanden , welche durch die in ihr vorhandenen Zeichen- 
wechsel reale Wurzeln einer gegebenen algebraischen Gleichung 
anzeigt**) . Jagobi und Hbrsite haben quadratische Formen ange- 

*) Kronecker Briefl. Mittheilung 4 8«7. 

**) Der nach Stürm benannte Lehrsatz ist von demselben der Pariser 
Academie 4829 Mai 48 (F^russac Bulletin XI p. 44 0^ Gboquet et Mayer 
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geben; bei denen die Zählung der positiven und der negativen 
Quadrate , durch vi^elche sie dargestellt werden können, denselben 
Dienst leistet , wie die Betrachtung einer STURM^schen Reihe. 

Aus den von einander verschiedenen Wurzeln cx^ , 02 , . . , a^f^ 
der gegebenen Gleichung f(x) ss , einem gegebenen realen Werth 
ta und den Unbestimmten Xq.x^,., , a^^^^i bilde man die Summe 

indem man für a die Wurzeln flt| , . . , aff^ setzt. Jeder realen 
unter (über) der Grenze w liegenden Wurzel entspricht ein positives 
(negatives) Quadrat der Summe H, Jedem Paar conjugirt com- 
plexer W^urzeln entspricht ein positives und ein negatives Quadrat 
der Summe H, weil 

Also wird die Anzahl der verschiedenen realen unter (über) der 
Grenze oi liegenden Wurzeln gefunden, indem man die Anzahl 
der positiven (negativen) Quadrate in der Summe H um die An- 
zahl der verschiedenen Paare von complexen Wurzeln vermindert. 
Die Anzahl der verschiedenen realen zwischen den Grenzen w und 
Ol' liegenden Wurzeln ergiebt sich darnach unabhängig von der 
Anzahl der complexen Wurzeln. 

In der Summe H hat x^xj^ den Coefficienten 
wenn man durch s^ die Summe der rten Potenzen der Wurzeln 



Alg^bre 4832) und M^m. pr6s. 4885 tom. 6 mitgetheilt worden. Vergl. 
MoiGNo Liouv. J. 5 p. 75. Die allgemeine Aufstellung einer Sturm'schen 
Reihe verdankt man Sylvester (Pbilos. Mag. 4839 Dec.) , dessen Angaben 
von Sturm (Liouv. J. 7 p. 356) bewiesen, von Caylet (Liouv. J. 4 4 p. 297. 
4 3 p. 269) und Joachimsthal (CreÜe J. 48 p. 386) erweitert wurden. Die 
zur Vertretung einer Sturm'schen Reihe dienende quadratische Form ist 
von Hermite Compt. rend. 4853, I p. 294 aufgestellt worden, weniger 
umfassend bereits von Jacobi 4 847, wie aus einer Mittbeilung von Bor- 
chardt Grelle J. 53 p. 284 hervorgeht. Vergl. Sylvester Philos. Trans. 
4853 p. 484, Brioschi Nouv. Ann. 4856 Juli und die Monographie Hatten- 
DORF über die Sturm'schen Functionen, Göttingen 4862. 
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^1 7 • M ^m bezeichnet. Die Grössen s,, sind real und werden aus 
der Differenz der Quotienten f(x) : f[x) und q/(x] : qp(flc) berech- 
net (§. 10^ 6) , indem man unter q>[x) den Divisor versteht, wel- 
chen /"'(cc) m\if[x] in dem Falle gemein hat, dass die Wurzeln 
der Gleichung f[x) = nicht alle von einander verschieden sind 
(§. 11 , 20). Demnach ist H^^St^j^x^Xj^ eine quadratische Form 
mit realen Coefficienten , deren Glieder dadurch gebildet werden, 
dass man für e und k alle Nummern von bis m— 1 setzt, und 
welche durch je eine bestimmte Anzahl von positiven und ne- 
gativen Quadraten darstellbar ist (12j. Die Determinante 7V».i 

= 'S l!l ^0 • ' ^m— 1 m— 1 ^^^ ^^® Subdeterminanten 7V»_2 , ^m— 3 » • • 
können nach §. 4 0; 5 berechnet werden. 

Anmerkung. Zu dem angegebenen Zwecke hat Hbrmitk *) 
die symmetrische Function 

y — x 

aufgestellt und in die Summe 2h^j^x*y^ entwickelt, deren Expo- 
nenten im Allgemeinen von bis n — 4 steigen. Zugleich ist 

l/-a? ( • • f(y) ' fix] S 

rix) _ < y — ft> _ a? — tt> _ iy ''X)ia}^ a) 

fix) x^a* y — « 0? — « (aj — a){j/ — «) 

br{Xty) = ^[10 — «) 



X ^ a j/ — a 



Wenn man in diesen Entwickelungen x', t/^ durch j^j, Zj^ ersetzt, 
so erhält man einerseits die quadratische Form Shij^z^Z/^, andrer- 
seits die quadratische Form 



n — 1\« 



Z"(a) — a)(a?^ + a;i« + • • + £Cn-i« ) 

wobei XqjX^j . . lineare Functionen der ^1,^2,.. sind. Die An- 
zahlen der positiven und der negativen Quadrate , durch welche 
diese letztre Form sich darstellen lässt, werden durch Bearbeitung 



*). Grelle J. 53 p. 48. Serbet Alg^bre sup. 4 866 t. 4.p. 684. Vergl. 
Kronecker über die Sturm' sehen Reihen, Berl. Monatsbericht 4878 Febr. 
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der Ponifi 2A,|js,Sj^ erkannt, deren Coefficienten ganze Functio- 
nen der Coefficienten von f[x) sind. 



§i 14. Die linearen, insbesondere die orthogonalen 

Substitutionen. 

1. Wenn eine oder mehrere Functionen der Variablen x^ , 
^2 > • • » ^n durch die linearen Substitutionen 



^n "* ^«iVi + ^t»y% + . . + KnVn 



in Functionen der Variablen J/i , ^2 • • > J/n transformirt werden , so 
wird die Determinante der Substitutionscoefficienten 



J" ± 6,1 . . 6, 



nn 



die Determinante (modulus) der linearen Substitu- 
tion genannt. Dieselbe muss von Null verschieden sein , wenn 
x^, X2, • ' i x^ als unabhängig von einander vorausgesetzt wer- 
den (§. 8; 4). Die lineare Substitution heisst unimodular*], 
wenn ihre Determinante =s i ist. 

2. Wenn die linearen Functionen f\y fz^ "y fn der Variablen 
Xif CC2 , . . , x^ durch eine lineare Substitution in Functionen der 
Variablen y\^ y^y -> Vn transformirt werden , so ist die Determi- 
nante des Systems der transformirten Functionen das Product der 
Determinante des Systems der gegebenen Functionen mit der De- 
terminante der linearen Substitution**]. 

Beweis. Es seien 



In "■ ^n\^\ + • • + ^nn^n 



*) Sylvester Cambr. and Dubl. math. J. 7 p. 52. Üeber die Con- 
struetion solcher Determinanten vergl. den oben (§. 3, h\) citirten Aufsatz 

von tiERUITE. 

**) Vergl. den algebraischen Beweis der Mültiplicationsregel (§. 6), 
z. B. JoACHiHSTHAL Grelle J. 40 p. S2. Die weitere Ausführung dieses Satzes 
ist oben §.6,9 gegeben worden. 
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die gegebenen linearen Functionen. Durch die lineare Substi- 
tution 



erhält man die transformirten Functionen 



worin c,j^. gefunden wird , indem man 0?^ , a?2 , . . , ^n ^^^ Reihe 
nach mit a^i, a^^j • • ? ^m inultipiicirt, die Producte addirt und in 
der Summe den Coefficienten yj^ aufsucht : 

Nach §.6,4 ist 

Anmerkung. Wenn überhaupt die Functionen /l , . . , /n 
der Variablen Xi , • . , ^n <lurch eine lineare Substitution in Func- 
tionen der Variablen y^, . . , y^ transformirt worden sind, so ist die 
Functionaldeterminante des transformirten Systems das Product 
der Functionaldeterminante des gegebenen Systems mit der Deter- 
minante der Substitution. Nach §. 1 8, 5 ist nämlich 

Nun ist j-^ = 6,jt, folglich u. s. w. 

3. Wenn die Function f der Variablen aci , . . , a;^ durch die 
lineare Substitution (4) in eine Function der Variablen yi, » »j yn 
transformirt worden ist, so ist die (HESSE'schej Determinante ^T' 
der zweiten Differentialquotienten der transformirten Function das 
Product derselben Determinante H der gegebenen Function mit 
dem Quadrat der Substitutionsdeterminante J^*) . Nach (2) hat man 

^ ± -^ ^y « ^ ± ^v ^ <^v ^± j , . j 



*) Hesse Grelle J. 28 p. 89. 
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folglich durch Muliiplicaiion H' = UB^. 

Anmerkung. Wenn die Function f eine quadratische Form 
bedeutet, so ist ihre HESSE^sche Determinante \^ von der Deter- 
minante dieser Form nicht verschieden (§. 12, 7). Daher wird 
die Determinante der transformirten Form gefunden , indem man 
die Determinante der gegebenen Form mit dem Quadrat der Sub- 
stitutionsdeterminante multiplicirt (§. 6, 4). 

4. Unter der Resultante der binären Formen 

g{x, y) =« b^af^ + K^i^~^y + • • 

wird die aus den Coefficienten a^, a^^^i, .., b^^b^^i,,» ge- 
bildete Formel verstanden, welche oben (§. 11 , 5) als die Resul- 
tante von f{x, 1) und g[Xj i) angegeben worden ist. Wenn man 
die Functionen durch die lineare Substitution 

iransformirt hat, so findet man die auf gleiche Weise zu bildende 
Resultante der transformirten Functionen^ indem man die Resul- 
tante der gegebenen Functionen mit der mnlen Potenz der Sub- 
stitutionsdeterminante Xfi'^X'fi multiplicirt*). Stellt man die 
gegebenen Functionen durch die Producte 

a^ix^a^y) .. (x^a^y) und bjx-ß^y) .. (x-ß^V) 

dar y so ist ihre Resultante 

Die Differenz /? — a ist die Determinante eines Paares von linearen 
Formen x — ßy und x — ay^ und geht durch die angegebene Sub- 
stitution über in (Slj 

Daher geht durch dieselbe Substitution die Resultante R über in 



*) Dieser Satz ist in einem umfassenderen Satz Boole's enthalten, 
welchen Caylet Grelle J. 30 p. 4 anführt. Vergl. Jacobi Grelle J. 40 p. S45. 
Salmon higher plane curves 1853 p. 895. 
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Uffi die Discriminante der durch die angezeigte Substitution 
dLnsf[Xyy) entspringenden Function zu finden, hat man die Dis- 
criminante der gegebenen Function (§. 44 , 49) 

niit der m(m— 4)ten Potenz der Substitutionsdeterminante zu mul- 
tipliciren, in Betracht dass J{ai , . .)2 das Product von m(m — 4) 
Differenzen ist. 

Anmerkung. Es giebt hiemach aus einer oder mehrern 
homogenen ganzen Functionen abgeleitete homogene ganze For- 
meln von der Eigenschaft, dass ihr Verhältniss zu den Formeln, 
die auf dieselbe Weise aus den durch eine lineare Substitution 
transforrairten Functionen abgeleitet werden, eine Potenz der 
Substitutionsdeterminante ist, mithin den Werth 4 hat, wenn man 
eine lineare Substitution gebraucht, deren Determinante 4 ist. 
Die Formeln dieser Art hat Gayley a. a. 0. unter dem Namen 
Hyp erdete rminanten einer Function oder eines Systems von 
Functionen in umfassende Betrachtung gezogen. Man nennt die 
Hyperdeterminanten nach Sylvester (Philos. Mag. 4851, II p. 396) 
Govarianten oder Invarianten, je nachdem sie ausser den 
Goefficienten der Functionen auch die Variablen derselben enthal- 
ten oder nicht enthalten. Z. B. die Functionaldeterminante R des 
Systems von Functionen /i , . . , /*» der Variablen x^. , , x^ ist im 
Allgemeinen eine Covariante des Systems, weil die Functional- 
determinante des durch eine lineare Substitution, deren Deter- 
minante B ist, transformirten Systems den Werth RB hat (2). 
Wenn das System nur lineare Formen enthält , so ist R nur aus 
den Goefficienten des Systems zusammengesetzt, also eine Inva- 
riante des Systems. Die HESSE^sche Determinante H einer homo- 
genen ganzen Function von mehr als 2 Dimensionen ist eine Go- 
variante der Function , weil dieselbe Determinante der transfor- 
mirten Function den Werth HB^ hat (3) . Die Discriminante einer 
homogenen ganzen Function ist eine Invariante der Function , und 
die Resultante von zwei binären Formen ist eine Invariante dieses 
Systems. Vergl. Salmon Lessons introd. to the modern higher 
algebra 4859 (deutsch bearb. von Fiedler 4863) und die Abhand- 
lungen von Aronhold Grelle J. 62 p. 284 , 69 p. 485, Gbristoffel 
Grelle J. 68 p. 246. Glebsgh Theone der binären Formen 4872. 
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5. Unter den linearen Substilutionen , durch welche man 
eine gegebene Function transformiren kann, Ist besonders eine 
solche bemerkenswerth , durch welehe zugleich die Summe der 
Quadrate der Variablen in die Summe der Quadrate der neuen 
Variablen transformirt wird. Diese Substitution ist von Ecler 
(Nov. Gomm. Petrop. 15 p. 75, 20 p. 217), Caught (Exerc. de 
Math. 4 p. 440), Jagobi (Grelle J. 12 p. 7) , Gaylbt (Grelle J, 32 
p. 119) in Betracht gezogen worden und heisst nach einer Beoaer'- 
kung des Letztem eine orthogonale Substitution. 

Wenn eine Function der Variablen x^, x^^ , ., x^^ durch eine 
lineare (orthogonale) Substitution 



in eine Function von yi ^ ^2 > • • ? ^n ^^ transformiren ist, dergestalt 
dass 

so haben die Coefflcienten folgende Haupteigenschaften. 

I. Für jedes i und k von 1 bis n ist (Euler) 

Cii^ik + C2i<^3k + • • + CniC^k = ö 

zufolge der Identität 

Vi^ + 1/2* + . . + Vn 
- {CiiVi + . . + C^nVj^ + . . + {C^iVi + . . + Cn^Vn)* 
- yi*(<?ii* + • . + Cni') + . . + 2l/iy2(C„C,2 + . . + C«,C„j) + . . 

II. Um die transformirte Function in die gegebene zu trans- 
formiren, hat man (Gauchy) 

ZU substituiren. Denn 

worin der Goefficient von y^ den Werth 1 hat, während die Goeffi- 
cienten der übrigen 6r(tös^ verschwinden (I) . 

III. Das Quadrat der Determinante einer orthogonalen Sub- 
stitution ist 1 (Jagobi) . Denn nach der Multiplicationsrege 1 ist 
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^11 • • ^in 



'ni 



Cnn\ 



^n • ' ^ 



*ni 



1« 



'nn 



WO 



<*i* 



Cii Cik + C%i Ctk + 



^ni ^nk 



Nun ist cjEt jk * ^) ^n ^ ^ (^l? folglich reducirt sich die gesuchte 
Determinante auf ihr Anfangsglied d^ d^^ • • d^^ = \ . 

IV. Wenn die Determinante der orthogonalen Substitution 
durch €, die Adjuncte von c^j^ durch y^^ bezeichnet wird, so ist 
(Jagobi) 

Yik «= ^Cik 

Um diese Identität zu findet) , multiplicirt man der Reihe nach die 
Identitäten 



C\k^\k + . • + CnJfcC,^ « ^ 



mit ^^fi, /|-2) * M T^ffi • Durch Summirung erhält man 

+ . . + c^(c^Yn + . . + c««yHi) « y»* 

Der Coeflficient von c^j^ ist b , die Coefficienten der übrigen Grossen 
^ky ' *y^nk verschwinden (§. 3 , 2)« 

y. Die Coefficienten der orlJbogonalen Substitution genügen 
dem zweiten System von Identitäten (Euler) 



<^i\^k\ 



'•« 



CmCa, 






Denn nach (IV) ist 

Dieses Aggregat hat aber den Werth e oder 0, je nachdem t und k 
gleich oder ungleich sind (§. 3, 2). 

VI. Unter den Subdeterminanten des Systems der Coefficien- 
len einer orthogonalen Substitution findet folgender Zusammenhang 
statt (Jagobi): 
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^m + i,m + i • • ^m-»-i,n 



c 



n,m-4-i 



. . r 



nn 



'11 



'im 



'im 



"mm 



Denn nach §. 6, 2 hat man 





Ym • 


• ym 




^m^M^m-i-i 


• ^m-*-i,n 




• • 


• • 


^5 ^m — 1 


• • 


• • 




Ym\ 


« rnm 




*^n,m + 1 


^nn 


und nach 


l'lV) 











11 



yim 



t • • 



Ymi 



'mm 



ein 



VI I • • V' 



im 



• • • • 



^mi • • ^mw 



Durch Yergleichung dieser Identitäten ergiebt sich die behauptete 
Identität. 

Noch einige weniger nahe liegende Relationen zwischen den 
Goefficienten einer orthogonalen Substitution haben Eulbr in der 
zuerst erwähnten Abhandlung und Jacobi Grelle J. 30 p. 46 ange- 
geben. Vergl. Hbssb Grelle J. 57 p. 175. 



Anmerkung. Eine lineare Substitution, durch welche die 



Form 



X^ +• I • +• OCi ^" CDi ^ I "" • • "" u7| 



in die Form 

y,* + . . + Vi^ - vi^^^ - . . - yn' 

verwandelt werden soll, kann aus einer orthogonalen Substitution 
abgeleitet werden, durch welche man die Form 

in die Form 

überführt. Mittelst der für y^^^ , . . ^ ^„ zu machenden Substitu- 
tionen werden dann die Variablen x^j^i r* *)^n durch yi , • • i y« 
ausgedrückt. Jacobi Grelle J. 53 p. 278. 

6. Da die n^ Goefficienten einer orthogonalen^ Substitution 
■|^n(n+1) Gleichungen (5, Ij zu genügen haben, so lassen sie sich 
als Functionen von \n[n^\) unbestimmten Grössen 
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0,2 0,, . • 0|,j 

• • • 

betrachten. In der That hat Ecler nidit nur den Weg angezeigt, 
wie man durch \n(n'-'\) binäre Transformationen die Coefficien- 
ten einer orthogonalen Substitution als Functionen von ^n(n— 4) 
unbestimmten Grössen darstellen könne , sondern er hat auch in 
den Fällen n =s 3 und n = 4 diese Goefficienten durch die unbe- 
stimmten Grössen rational ausgedrückt. Mit Hülfe der Determi- 
nanten ist es Gaylsy (1. c.) gelungen, bei n Variablen die Goeffi- 
cienten einer orthogonalen Substitution als> rationale Functionen 
von \n(n'-'i) unbestimmten Grössen darzustellen. 

Wenn nämlich durch b^2i • m ^n-^i.n unbestimmte Grössen be- 
zeichnet werden, wenn man unter den Voraussetzungen 

die Determinante 

^11 • • ^in 



B « 



^ni • • ^nn 



bildet und die Adjuncte von fr^j^ durch ß^i^ bezeichnet, so hat man 

als allgemeine Formeln für die Goefficienten einer orthogonalen 
Substitution , deren Determinante den Werth i hat. Die Goeffi- 
cienten einer orthogonalen Substitution von der Determinante 
—1 erhält man, indem man im System der gefundenen Goeffi- 
cienten bei einer ungeraden Anzahl paralleler Reihen die Zeichen 
ändert. 



Beweis. Die Grössen Xi, X2j . -, x^ können dadurch von 
den Grössen ^n ^2 > • • ) ^n abhängig gemacht werden , dass man 
zugleich 

setzt. Durch Auflösung der linearen Systeme 
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X, 



6|i jfi + . . ••- 6,„ *, 



Vi « ftii *i + . . -•• bni Jf, 



^« *■ ^«1*1 "^ • • •*• ^«n'f 



y« 



^11*1 + . . + ft«»»l 



findet man (§.8, 1) 

Vermöge der Voraussetzungen b^i^ + bj^ = ^ b^^ s oi und des 
zwischen x^ , y^ und den Grössen z^^ z^, . . , z^ angenommenen 
Zusammenhangs ist aber 

^« + y» = 2«*< 
folglieh hat man zugleich 

Byi as iw/?„a;, ••-..-•• (a«ft|— Ä)iB,- + . . + %otß^ix^ 

Bxi » «»AiVi + . . + {%aßii^B)yi + . . + ^t^ßinVn 



oder abgekürzt 
Aus der Identität 




Vi = c„.(Ci,i/i + .. + Ci^yJ + . 
folgen die Identitäten 


. + Cfti^^niVi 


\ « C^i« + c,,« 


-h . . + C^i» 



<^niil/») 



wodurch diese rationalen Functionen der unbestimmten Grössen 
^12? ••} ^n— In ^'^ Goefficienten einer orthogonalen Substitution 
characterisirt werden (5, I) . 

Dass die Determinante e dieser orthogonalen Substitution den 
Werth \ (nicht —1] hat, erkennt man durch Bildung des Products 
«1^-^id. i. 






^1 



'«i 



'»I 



'i< 



'«« 



'M 



'IS 



'n 



'»» 



Weil nach §. 3, 2 

ist, so hat das Product (§. 6, 3) den Werth B^'^^, folglich ist e 
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Wenn man endliob die GoefiBcienten 



^it» ^ii> • • » ^ni 



oder 



^ki » ^A« » 



<^kn 



mit den entgegengesetzten Zeichen versieht , so wechselt die De- 
terminante der Substitution ihr Zeichen, während die characte- 
ristischen Gleichungen (5, I. Y) 



'if 



c,,' 



'fit 



.« « 



Cli^ik + c^iC^k 



oder 






Ok.' 
Cki^ii 



. • + Cni^nk = 



4 


4 




keine Veränderung erleiden. 



Beispiele. Für n » 2 findet man 

4 X 



B =: 



-A 



« 4 + A« 



Das adjungirte System ist 



4 



X 

4 



Daher sind die Coefficienten einer binären orthogonalen Substitu- 
tion von der Determinante i folgende : 

4-r n 



4 + A» 

4 + ;i« 

Die orthogonale Substitution 

4^r 

4 + A« 
4 + A* 



4 + A^ 
4 + r 



2A 



4-1- A' 

4-r 
4 + A* 



hat die Determinante — 4 . 

Fürn = 3 findet man (§. 5 , 9) 



B = 



4 



4 



Das adjungirte Syistem ist 

Baltser, Determ. 4. Anfl. 



l 
4 



5S 4 + ü* + ^' + V* 



4S 
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l -^ fiv 



1 + Jl' v-^ Xii 

Demnach findet man folgende Goefficienten einer ternären ortho- 
gonalen Substitution von der Determinante 4 : 



2 



4 + r - ^« - 


-V« 


B 




B 




fi -^ Iv 





B 



B 

4 + ^« - V« - jt^ 
B 

B 



2 



^~B~ 

4 + y« - r - |U« 



wie schon Eulrr in der zuerst erwähnten Abhandlung p. 404 an- 
gegeben hat. Diese Goefficienten sind von Rodrigues (Liouv. J. 5 
p. 405] aus denselben Formeln abgeleitet worden , welche Euler 
(Nov. Gomm. Petrop. 20 p. S47) zur Transformation eines drei- 
rechtwinkeligen Goordinatensystems aufgestellt hatte. Um die Go- 
efficienten einer ternären orthogonalen Substitution von der De- 
terminante — 4 zu erhalten^ braucht man nur in dem obigen System 
die Zeichen von einer oder drei Zeilen oder von eben so viel Go- 
lonnen zu verändern. 



B = 



Für n SSE 4 findet man 

io a b c 

— a <o h — flf 

-6 -Ä öl /• 

-c 9 "f f*^ 

^,j s (~ acu — fxH- -¥- cg — hh)(o 
/?3, = f^^ bo) — cf ^ g& -h ah)ü} 
ß^^ as (— cw + 6/" — aflf — h^)<a 

/9j, SS {f)(o ^ gS-^ cf -¥- ah)(o 

/»„ s {h(o -^ fg + c^ — ab)a} 

^„ = (o>« + flf« + c* + a*)w« 

/*« = {- Aö> + ö'Ä — *c — a*)fti 



= (w* + a'' + ft'' + c* + /^ + flf* + Ä« -♦- Ä-*)»« 
öi^ = af+ hg + cÄ 

/?„ = (w' + r + &' + c»;«« 

^42 = [gto -^ fh + 6^ — ca)m 

/?,^ = (cw + h(k — ag 'h bf)u 
/S,4 = (— guj -^ hf — ac — 6*)ft» 
ß^^ SS (/"w +flfÄ -I- a*— bc)w 



U. S. W. 



Bc^^ = [ft>* -;>*+'/*- a* + g^-b^ + ä* - c« ]«* 

ßc„ = [w« - ^« + /« - a« - (pr« - 6«) - (/i« - G«)]ai« 

Bc,3 = [w« - ;>« - y« - a') + ig* - 6») - (/i' - c')]«* 

Bc,, = [(ü* - ^« - (/» - a«) - (5f« - 6«) + (Ä« - c«)]ft)« 

Mit Hülfe dieser Formeln lassen sich ohne Weiteres die 
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Goefficienten einer quatemären orthogonalen Substitution von der 
Determinante i oder —1 aufstellen. 

CayleVs System dieser Goefficienten in Grelle J. 32 p. 122 
enthält zwei Fehler (in /?24 steht — A/* statt hf, in Bc^i , -ÖC22? . . 
steht 1 statt 4 •— ^^) , welche in der neueren Mittheilung Gayley's 
Grelle J. «^0 p. 34 4 nicht vorkommen. Dagegen ist an dem zuletzt 
erwähnten Orte p. 342 Z. 5 v. 0. der Druckfehler +d/ in — <f/ 
zu verbessern. Die von Gayley gefundenen Goefficienten einer 
quatemären orthogonalen Substitution kommen in anderer Form 
bei Euler (Nov. Gomm. Petrop. 45 p. 402) vor, der sie »nuUa certa 
methodo , sed potius quasi divinandoa erhalten hatte. Euler fügt 
hinzu : »si quis viam directam ad hanc solutionem manuducentem 
investigaverit^ insignia certe subsidia analysi attulisse erit censen- 
dus.« Es ist Gayley nicht entgangen, wie sich aus den von ihm 
aufgestellten Goefficienten die EuLER'sche Lösung ableiten lässt 
(vergl. Grelle J. 50 p. 342). Setzt man im obigen System 

s •*• d . r -^ c 9 + 6 . p + a 

s ^ d r -^ c , — 6 p — a 

•2 * 2 ' 2 '2 

und ändert man die Zeichen der letzten Horizöntalreihe, wodurch 
die Determinante der orthogonalen Substitution den Werth —4 
annimmt , so erhiflt man Euler's System ohne irgend eine Abwei- 
chung. Denn das zweite Element der zweiten Zeile enthält bei 
EuLER nur durch einen Druckfehler ^ds statt + ds . 

7« Die binäre und ternäre orthogonale Substitution ist in der 
Geometrie gleichbedeutend mit der Transformation der orthogonalen 
Punctcoordinaten. Um von dem orthogonalen System cc, ^ zu dem 
orthogonalen System x\ y' überzugehen, unter der Voraussetzung, 
dass x^ y^ x'j y Richtungen einer Ebene sind, hat man die lineare 
Substitution zu machen, deren Goefficienten 

cosxx' cosxy' 

cosyx' cos yy' 

sind. Wenn Winkel von gleichen Zeichen durch Drehungen von 
einerlei Sinn beschrieben werden, mithin acy + ya5 = ist, so 
hat ipan 

fipy' = fipa?' + xV t y^' Si yx •¥• xx' , yy' = ^o; + xx' + a;y 

42* 
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Sind nun die Winkel xy und xY beide as 90<>, so ist 

cos xy' SS — sin xx' , cos t/a;' = sin xx' , cos i/y' a= cos cco;' 
Wenn dagegen xy = 90® und (»y = — 90® ist, so ist 

cos Äjy' rs sin 37 3;', cos ya?' « sinaja?', cos yy' = — cos a^a;' 

Daher hat man , wie bekannt , beim Uebergange zu einem System 
desselben Sinnes die lineare Substitution 



cos xx' 
sin X a?' 



— sin xx' 
cos xx' 



mit der Determinante 1 zu machen; beim Uebergange zu einem 
System entgegengesetzten Sinnes ist die erforderliche Substitution 



cos XX' 



sin XX' 



sin XX' 
— cosa?aj' 



mit der Determinante — 4 . 

Diese Bemerkungen werden durch ein bekanntes goniome- 
trisches Theorem (s. unten §.46, 3) bestätigt, nach welchem fQr 
beliebige Richtungen einer Ebene x, y^ x, y' 

cos xy' 



cos XX' 

cos yx' cos yy' 



s= sinxy sin x'y' 



Diese Determinante ist positiv oder negativ, je nachdem sino?^ 
und sincc'y' einerlei Zeichen haben oder nicht. 

Umgekehrt schliesst man aus den Gleichungen 

cos*a;a5' + cos^xy' = 4 

cos^yx' + cos'yy' = < 

cosasa?' cost/a;' + cosa;|/'cos2/y' = 

dass sin^xy und sin^x'y' den Werth 1 haben. Denn nach der 
Multiplicationsregel (§. 6, 3] ist 



siü^xy sin^x'y' 



cos xx' cos xy' * 
cos yx' cos yy' 



4 
4 



Um die angegebenen Substitutionen zu rationalisiren^ braucht 
man nur cosccoc' = cos ^\xx' (1 — tang ^^xx') u. s. w. zu be- 
nutzen und die Coefficienten der Substitution durch tang^xx' 
auszudrücken. Vergl. (6) Beispiel 4. 



8. Um von dem orthogonalen Coordinatensystem Xy y, z m 
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dem orthogonalen System a?', y', % überzugehen, hat man be- 
kanntlich die lineare Substitution 



cos XX* 


cos xyf 


cos x%' 


cos j/o;' 


cos yy* 


cos y%* 


cos % X* 


cos % «' 


cos Ä «' 



zu machen, deren Goefücienten den Gleichungen (5, I) genügen 
müssen , mithin Functionen von 3 unbestimmten Grössen sind. 
Bezeichnet den gemeinschaftlichen Anfang der Goordinaten und 
wird die Kugel, deren Gentrum und d^ren Radius die Längen- 
einheit ist, von den Richtungen der positiven Goordinaten in 
X, F, Z, X', F, Z' geschnitten, so sind die Goordinatensysteme 
desselben oder entgegengesetzten Sinnes, je nachdem die sphäri- 
schen Dreiecke XFZ und X Y Z', oder die Tetraeder OXYZ und 
OX Y Z desselben oder entgegengesetzten Sinnes sind. 

i. Bei zwei sphärischen Figuren, wenn sie gleich und ähnlich 
und desselben Sinnes sind, giebt es einen sich selbst entsprechen- 
den Punct S von solcher Lage, dass 

sx=sx'y SY = sr, sz=^sr 

Winkel XSY = X'SK', YSZ = rSZ', XSZ = X'SZ' 

xsz' = Ysr = zsz'*) 

Nach einem elementaren Satze der sphärischen Trigonometrie hat 
man daher, wenn OS durch s und der Winkel XSX durch g> be- 
zeichnet wird, 

cosoja?' = cos^sx + sin*sa;cosy = cos^sxii — costp) + cos<^ 
cost/y' = cos^sy -^ sin^sy costp = cos^syli — costp) -4- cosiy) 
cos;;;^' = cos'äjs + sin'^jy cos(^ = cos*Si5(1 — cosy) -f- cos^ 

Wenn man ferner die gleichen Winkel XSY und XSY durch d- 
bezeichnet, so hat man nach demselben Satze der Trigonometrie 

cosxy' sa 008 50; C0S51/' + sin^o? sin5|/'cos(^ + ^) 
= cos 50? cos «y + sin 50; sin 5^ cos (^ cos ^~ sin 50? sin 5^ sin <^ sin i9^ 

Da aber 

cosxy = cossx cos sy + sin 5a; sin 51/ cos ^ = 
sin 50? sin 5y sin ^ = BOXYS = sin xy cos sz = cos5i5 



*) Vergl. des Verf. Abhandlung über die Gleichheit und Aehnlichkeit 
u. s. w. Dresden 1852, §. 31 und 59, oder Elem. d. Math. 5tes Buch §. 4, 48, 
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SO erhalt man 

cosxy' SS cossx cossy{i^cosfp)^cogsi sintp 

Aus dem Werthe von cosa?y' findet man eosya?', weil der Win- 
kel YSX' = FSX-f- XSr= — 9 + ^ ist, durch Vertau^chung von 
q> mit — q> 

cos yx' s cos so; cos sy (1 — cos^) -I- coasz sintp 

Ebenso ist*) 

cosyz' Ä cos sy cos sz (4 — cosy*) — cos«^ slntp 
cossy' SS cos s y cos sz {^ — cos <f) -h cos sx sintp 

coszx' s cossz cos sx{^ -^ cos (f^) ^ cos sy sin (f 
cosxz' =s cossz cos sx(^ — cos <f) 'h cos sy sin (f 

wo von den verfügbaren Grössen 50?, sy, sz, q> die ersteren 
durch die Gleichung 

COS^SX + COS**y + C0S**1 SS \ 

unter einander verbunden sind. 

Um diese Substitutionscoefficienten zu rationalisiren , führt 
man \q> ein und erhält 

cosa?ir' = cos^^tp + 2 cos^sx sin^^tf — ^sin'^ep 
cosxy' = 2 cos5a; cos^v sin*i(/) — 2 cos«;: sin^ff cos|<^ 

u. s. w. Setzt man 

cossx iangiip s Xf cos^i/ tang^c^ es ^, cos^js tang^^^ s v 

mithin 

tangHV' = >l* + /w' + v\ — J— . Ä 1 + iL« + /M* + V« 

so erhalt man das obige Systein rafionaler Goefficienten einer ter- 
nären orthogonalen Substitution (6) . 

IL Bei zwei sphärischen Figuren, wenn sie gleich und ähn- 
lich und entgegengesetzten Sinnes sind, giebt es einen sich selbst 
entsprechenden Hauptkreis, dessen Pol S seinem Gegenpunct ent- 
spricht, so dass 



*) Diess sind die von Euler Nov. Gomm. Petrop. 20 p. 217 gefuodenen 
Formeln, welche Jacobi Grelle J. 2 p. 188 in Erinnerung gebracht hat mit der 
Aufforderung, dieselben einfacher abzuleiten. 



= 36 OXYZ. OX'Y'Z 
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SX + SX' « \$0\ SY -h Sr = 480», SZ + SZ' = 480« 
Winkel XSY = X'Sr, YSZ = FSZ', XÄZ = X'SZ' 

xsx' = rsr = zsz' 

Unter Annahme der vorigen Bezeichnungen hat man 

cosajaj' Ä — cos**a? + sin ' «o? cos </> = — co8**a?(< + cosy) + cosy 
cosx|/' SS — cossx cos sy -4- sin sx Binsy cos (c^' + ^) 
=s — cos 52; cos5v(4 +cosy) — costz slatf 

u. s. w. Diese Formein unterscheiden sich von den im vorigen 
Falle gefundenen nur durdi die Zeichen, nachdem q> mit 480^—9} 
vertauscht worden ist. Der Winkel 480®— 5p ist aber derjenige, 
welchen das System x', y'j z' um die Axe s beschreiben muss, 
damit X' Y' Z mit der Gegenfigur von XYZ zusammenfällt. 

III. Nach Staüdt's Theorem (s. unten §.46, 3) ist für be- 
liebige Winkel und Lagen der coordinirten Axen 

cosica?' 0,0% xy* 00% xz* 
cosyx' cosyy' cosyz' 
cos z X* cos z y' cos z z' 

Folglich ist die Determinante positiv oder negativ, je nachdem 
diese Tetraeder oder die von den Axen gebildeten Ecken des- 
selben oder entgegengesetzten Sinnes sind. Bei einem orthogo- 
nalen System beträgt aber das zugehörige Tetraeder ^ Gubikein- 
heit, daher ist die Determinante der orthogonalen Substitution 4 
oder — 4 , je nachdem das neue System mit dem alten desselben 
oder entgegengesetzten Sinnes ist*). 

lY. Umgekehrt schliesst man aus den Gleichungen 

cos^xx' + cos'^xy' + cos*a?jy' ä 4 
cos^yx' + cos* VI/' + cos*yjy' » 4 
COS^ZX' + C08*l|/' + cos^ zz' =■ 1 

cosica;' cosya;' + cos x y' cos yy' + cosajjjf'cosyjj' = 
cos 070;' cos jap o;' + cosa;y'cosÄ|/' + cos x z^ cos zz' = 
cosyaj'cosjjoj' + cos yi/' cos 2(1/' + cosi/jj'cosjijjf' ä 

dass die Systeme Xj y^ z und x\ y\ z' orthogonal sind**). Denn 

*) Auf diesen Unterschied der Substitiitionsdelerminaiiten hat Jacobi 
Grelle J. 15 p. 309 aufmerksam gemacht. Vergl. Möbids Statik §. 437, Magi^s 
anal. Geom. des Raumes §. 13. 
**) Dbdeiino Grelle J. 50 p. 27). 
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(36 oxrz . ox'rr)'' = 



worin Dach der Regel für die Multiplication der Determinanten 



»11 


«l« 


«it 


«31 


a„ 


a» 


«•I 


».. 


ö«. 



Oll SS cosa;a/cosa?fl;' + co8a;|/' cosa;f/' -4- cosa?;s'cosa;js' 

u. s. w., so dass 



4 




«11 


ö» 


«1. 




1 








«21 


ö.t 


ö« 


= 





4 





ö«l 


«sa 


a,. 










4 



a 4 



Nun ist 6 OX YZ = sinx^'sino^js sin (ccy^xjs) u. s. w. Das Pro- 
duct der Sinus wird aber nur dann \ , wenn die Winkel recht sind. 

9. Wenn q^ , , . , c^^ die Goefficienten einer orthogonalen 
Substitution bedeuten, deren Determinante e d. i. entweder \ 
oder —1 ist, wenn 



m = 



'II 



+ Ä 



^21 



'ni 



'U 



^j2 



+ Ä 



'»2 



an 



'«n 



'»n 



+ Ä 



SO ist die Gleichung f[z) 5= reciprok und hat mit Ausnahme der 
Wurzel — £, welche bei ungeradem n vorhanden ist, und der 
Wurzeln \ und —1, welche bei € = — 4 und geradem n vorhan- 
den sind, keine realen Wurzeln*). 

Beweis. Die Entwicklung der Determinante f{%) nach stei- 
genden Potenzen von ä (§. 5, \) giebt vermöge der in (5, VI) be- 
wiesenen Eigenschaft der zu /'(O) gehörigen Subdeterminanten 
ohne Weiteres zu erkennen, dass die Goefficienten von js^, z^^ z'^^ . . 
von den Goefficienten von js**, js**""*, z^"'^^ . . sich nur durch den 
Factor £ unterscheiden, dass also 

was sich durch Multiplication der Determinanten e und f[z] be- 
stätigen lässt. Demnach ist /"(—€) = (— 4 )**€**" V{—«) > »^ 



*) Briosghi LiouY. J. 49 p. 253. Vergl. SchUfu Grelle J. 65 p. 486. 
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/*(—€)== 0, wenn entweder n ungerade^ oder n gerade und« = — 4 . 
Ferner ist f{€] = «**""*/'(€), also f(€) = 0, wenn n gerade und 
e SS — 4 . üeber die Realität der übrigen Wurzeln der Gleichung 
f[z) = erhält man Aufschluss durch das Product der Determi* 
nanten 



f{%)f(^z) = 



d„ - z^ 


*di. 


zd,^ 


zd^. 


d„ - z' 


zd^^ 


zd^, 


zd^^ 


d„ - Ä^ 



^in ^in 



worin nach der Multiplicationsregel 

dii - a« = c,-, c^i + . . + {Ca + 2) (c<,- - z) 

folglich (5, I) 

ist. Daher hat man d^k^^ki == ^> ^^^ ^^^^^ §• ^^ ^ 

1 



Mn-') 



z 



-z d 
) 



IS 



fai 



— J5 . 



- (t - ■)■- (t - ■)"■■-• * ■ 



wobei die a. a. 0. näher beschriebenen Goefficienten der Potenzen 

von z positiv sind. Wenn nun z real ist, so ist bei geraden 

oder ungeraden n 



A^)A"^) oder «^'^^-^> 



positiv, folglich f(z) von Null verschieden. 
10. Wenn durch die lineare Substitution 

^i = «11 Vi + • • + Ci»l/n 



''^n ~" «ni !/!"*■••■*■ «»n t/n 



die quadratische Form Sa^j^x^xj^ in die Summe von n Quadraten 

• . . -hPnyri^ übergeht, so erfolgt die Identität 



Pl2/l^-*-P2j/2^ 
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unter den BecUngungen 

*k ik 

Setzt man zur Abkürzung 

SO erhält man bei der Voraussetzung aj^^ s a^j^ zur Bestimmung 
der Substitution das unzureichende System von |^n(n— 4) Glei- 
chungen 

Cir9i8 + • . + Cnr.Slns - ^ 

Aus solchen Grössen c, welche diesem System genügen, bildet 
man dann 

und findet 

9\r^ir + • • + Onr^nr 

SO dass nur die Verhältnisse der Substitutionscoefficienten zu ein- 
ander in Betracht kommen. 

Die Determinanten der gegebenen und der transformirten 
Form sind J^ ± On . . o„„ und PiP2 * - Pn- Wenn nun die Deter- 
minante der Substitution den Werth £ hat, so ist (3) 



Pt "Pn - *'-2'±a„ ,.a 



nn 



Wenn man ferner die Adjuncte des Elements c^j^ in der Determi- 
nante e durch y^^ bezeichnet, und die Gleichungen 



— Cn gif. + . . + c„j gf^f. 
.... . . % 

Pr ^ ^irOir + • • + ^nrOnr 



= Cxn9xr + . • + C^fl^, 



nr 



der Reihe nach mit y^x i Yhi -- niultiplicirt, so findet man durch 
Addition 

PrYtr = ^9%r . ^ 

und hiernach wie oben (5) 

P\ • • Pm^ " ^m + i,m + 1 • • ^nn ™ * ^ — fl'ii • • i/i 
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11. Die Summe/*» S^ik^iVh ^^^ ^^ Gliedern, weldie da- 
durch gebildet werden , dass man für i und k alle Nummern von 
4 bis n setzt, und deren Coefficienten a^^ einer Beschränkung nicht 
unterliegen, ist eine lineare Form sowohl der Variablen x^y . . > ^n > 
als auch der Variablen ^i , . ., Vn' ^^^ beisst deshalb eine bi- 
lineare Form derselben*). 

Aus den Differentialquotienten 

bildet man die characteristische Gleichung 

Von der bilinearen Form kann man ein Product einer linea- 
ren Function der x mit einer linearen Function der y so ablösen, 
dass eine bilineare Form von zweimal n^\ Variablen übrig bleibt. 
Unter der Voraussetzung, dass der Coefficient o^ nicht null ist, 
dass also in u^ die Variable yx , in v^ die Variable x^ nicht fehlt, 
bilde man die bilineare Form 

"11 

welche die Variablen x^ , y^ nicht mehr enthält, weil 



« »ifc = ^ik - 



«11 



verschwindet, wenn für i oder k die Nummer 4 gesetzt wird. 
Mittelst der Differentialquotienten 



U'i « 






kann femer unter der Voraussetzung, dass a'22 i^i^^ht null ist, dass 
also weder y^ in w'2 noch 032 in i;'2 fehlt, die bilineare Form 



«'oV' 



h = A--^^ ^ ^«".A^ty* 



0„ 



gebildet werden, welche auch die Variablen a^ , ^2 nicht mehr ent- 
hält, weil der Coefficient 

a ik =" ^if^ -7 — 

« 22 



^) Jacobi Grelle J. 53 p. 265. Vergl. Christoffel Grelle J. 63 p. 255. 
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versdiwindet , wenn für t oder k die Nummer 2 gesetzt wird. 
Durch fortgesetzte Ausscheidungen der angegebenen Art erhält 
man die besondere Darstellung 



f z=: !^^ 






»II 



•" 



n 



ts 



Die Differentiation ergiebt aber 



U'i SS Ui — 






«1 ö|l 



«•ll 



^'k = V* - 



ts 



a' 



t'"* 






«l»!* 



»II 



V'.ö'«* 



n 



t3 



mithin ist u'^- eine von y^ unabhängige homogene lineare Verbin- 
dung von Ui und u^ ; u'\ eine von y^ und ^2 unabhängige homo- 
gene lineare Verbindung von u'2 und u'^ , also auch von u^, u^j 
t/,-; u. s. w. In allen diesen Verbindungen hat u^ den Goefficien- 
ten 4 . Daher kann 

gesetzt werden. Weil diese Formel von y^ , .., y,„ unabhängig 
sein soll , so verschwinden die Coefficienten dieser Grössen , und 
man hat 

= C,a„ + .. + C^ö„, + a,| 



folglich (§. 8) 



= C^ai^-h . . + Cm^t^ +. a 



tm 



«11 • • ^mi <»M 



oder 



u('^\^±a,,..a^ = 



'11 



"mi 



•11 



• • 



*im ^/»m *t»i» 



ti. 



• . "« 




w<- 


tt(»"). 


«n 


• 


«mi 


«ti 


• • 


• 


• 


. 


«im • 


• 


<>^mm 


^Im 


Wi . 


• 


Wm 


«t 



s 



^11 • • *im **i 



"mi 



'ti 



«im »♦ 



• • *i« '^i.m + i t/m + i + . • + ö|„ t/„ 



^mm ^m^m + 1 f/m 4- 1 "*" • • *•" ^nm Vn 



. . a, 



tm 



«vii-n i/m+i + • • + ö^^y« 
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Aus u(^\ wird vWjj. abgeleitet, indem man u^ durch v^, und a^. 



durch Qg^ ersetzt. 



Die Variable yj^ hat in w(*"),- den Goefficieuten a("*\jt , also ist 
Unter Annahme der Bezeichnungen 



^m - -2'±a,i . . a, 



mm 



Um = 



"11 



'mi 



<»i,m-i «1 



*m,m— 1 ^, 



m 



»11 



•mi 



Vm = 



»11 



«m-i.i ^i 






a 



im 



*m — i,m ^m 



'11 



a 



Im 



^i,m— i *^im Vm + • • 



^m,m — 1 ^fnmVm "*" • • 



^m— 1,1 ^mi ^m "*■ • • 



^m — i,m ^mm^m ^ • • 



— -^m^m "^ • • 



ergiebt sich endlich 

** _m4- 1 "^ m + I „^ ^m + i » m4- 1 _ ^ m4- 1 



aW, 



m4-i,m4-i 



-^m-^ + i 



^m+il/m + i + • • 



'm 



f = 






Wenn es demnach eine Anordnung der Variablen einer bi- 
linearen Form giebt , bei der die partialen Determinanten A^ A^j 
^3 , . . nicht verschwinden , so kann die bilineare Form auf eine 
bestimmte Weise als Summe von Producten homogener linearer 
Functionen U^V^, U2V2, .. so dargestellt werden, dass U^ und 
V^ von der wten (und den folgenden) Variablen je einer Schaar 
abhängen und die vorangehenden Variablen nicht enthalten. 

12. Ebenso kann unter den analogen Voraussetzungen die 
quadratische Form Sa^j^x^x^^ deren Coefficienten a^^ und a^^ 
gleich sind, auf eine bestimmte Weise als Aggregat von Quadraten 
linearer Formen der Variablen so dargestellt werden, dass die wte 
Form von der mten und den folgenden Variablen, aber nicht von den 
vorangehenden abhängt*) . Denn die bilineare Form /*== Ja^j^x^yi^ 



*) Jacobi Grelle J. &d p. 270 und S82. Diese Transformation der quadrati- 
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geht in die gegebene quadratische Form ttber, wenn y^ mit Xj^, 
Oj^j mit a,j^ zusammenfällt. Versteht man nun unter u^, u'^, . . die 
halben Differentia)c[uotienten (§. 13, 4), so hat man (41)" 



f = — *- + — ^— 






-^n — 1 -^n 



worin A^^ 2±a^i . . a,„,,j eine nicht verschwindende Subdeter- 
minante des Systems der Coefficienten bedeutet, und 





"ii 


* 


«i^-i 


«1 




um = 


• 


• • 


• 


• 


s 




»mi 


• 


^m^ — i 


«m 





a 



11 ^i,w— i *im ^m "^ • • 



a 



Die Anzahl der Quadrate, welche negative Coefficienten haben, 
ist der Anzahl der Zeichenwechsel gleich, welche die Reihe 

darbietet. 

13. Zwei gegebene quadratische Formen der Variablen 



a?j , . . , x„ 



(f = Zaij^XiXfc 



V = -2'6,*«»^A 



deren Determinanten nicht verschwinden, können im Allgemeinen 
durch eine bestimmte lineare -Substitution 



^n = C„,yi + 



^«» Vn 



deren Determinante den Werth e hat, in die Formen 

gebracht werden*). Denn man hat zur Bestimmung der n^ Sub- 
stitutionscoefficienlen^n(n— 1) -h|^n(n--1) -*- n Gleichungen (10), 
i. Bei dieser Transformation geht die quadratische Form sq>^\p 
mit der Determinante 



sehen Formen war von Gauss theor. combin; observ. 31 (Comm. Gott. V. 4849) 
angezeigt worden. Einen Beweis derselben findet man bei Brioschi Nouv. 
Ann. 4 856 Juli. 

*) Cauchy 4 829 Exerc. de Math. 4 p. 440. Jacobi Grelle J. 42 p. 4. Weier- 
STRASS Berl. Monatsbericht 4858 p. 207 (vergl. Brioschi Ann. di Matern. 4858 
Juli und Christoffel Grelle J. 68 p. 255). 
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/^ = 



«a,„ — ö„i . . sa^^ff — bf^f^ 



über in die Form («— «ijpi^i^ -*-..-*- i^^^nJPnyn^y deren De- 
terminante 

ist (3j. Zugleich hat die Determinante Pi . . p« ^^'^ transformirten 
Form q> den Werth e^2±aii . . a„„ , also ist 

d. h. ^1 , . . y $„ sind die Wurzeln der Gleichung nten Grades /"= 0. 
In der That sind Sxtp — xf)^ h^-^'^f •• singulare quadratische 
Formen mit verschwindenden Determinanten und von weniger als 
n Unbestimmten (§. 43, 10). 

II. Setzt man wie oben (10) 

9%k = fluC,Ä + . . + ain^nk* ^%k = ^ix^xk •*-.•+ ^in^nk 

und bezeichnet man die Adjuncte des Elements c^j^ in e durch ^^j^, 
so hat man 

VkYik = ^9ik ^kPkYik = ^^ik 

folglich sj^g^^ - Ä,.;i. = ö d. h. 

^ (**«« - K\)C\k +•• . + («jfcötn - ^%n)^nk = <> 

Indem man hierin ftlr i die Nummern 4 , 2 , . . , n setzt, erhält man 
für die gesuchten Coefficienten q;;., C2j^, . . ebensoviel homogene 
lineare Gleichungen (§. 8 , 8) . Wenn nun von dem System 



*;fcö«i - ^m • • *A«n« - ^ 



nn 



die Determinante nten Grades null, mithin s^ eine Wurzel der 
Gleichung /* ss ist und wenn nicht alle Subdeterminanten 
(n— 1)ten Grades null sind, so genügen n— I Gleichungen, welche 
die Proportion q^ : c^jt : . . und das entsprechende Glied p^ yj^^ (4 0) 
bestimmen. Wenn aber alle Subdeterminanten (n— 4)ten Grades 
null und nicht alle Subdeterminanten (n— Sl)ten Grades null sind, 
so genügen n — 2 Gleichungen, welche von 2 Coefficienten qjt, 
C2k^ ' * ^^ übrigen abhängig machen. 

III. Unter der Voraussetzung, dass alle Subdeterminanten 
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(n— 4)ten Grades null sind, ist df null (§. 3, 45) d. h. s^ eine 
mehr als 4 fache Wurzel von /* = ; unter der Voraussetzung, dass 
alle Subdeterminanten (n^SI)ten Grades null sind, ist d^/" null 
d. h. s^ eine mehr als Sfache Wurzel von /* = ; u. s. w. Wenn 
demnach s^ eine einfache Wurzel von /*»= ist, so sind nicht alle 
Subdeterminanten (n— 4jten Grades null; wenn ^j^ eine zv^eifache 
Wurzel von/* = ist, so sind nicht alle Subdeterminanten (n— 2)ten 
Grades null; u. s. w. 

IV. Wenn s^ und s^ conjugirt complex sind, so. sind auch 
Pxyx^ und p^V^P^ conjugirt complex, mithin q> und \p durch je n 
Quadrate darstellbar, welche nicht alle dasselbe Zeichen haben 
(§. 43, Hj. Umgekehrt schliesst man: Wenn eine der Formen 
sg)^\p definit ist (z. B. q> entsprechend ^ssoo), so ist die De- 
terminante f der Form sq>^ tp.hei nicht realem s nicht null, alle 
Wurzeln der Gleichung /^ = sind real. 

V. Wenn das Element sag^ — bg^ des obigen Systems die 
Adjuncte fg^ hat, so ist f^g = fgr (§. 3, 5), fgr^—fggfrr durch f 
theilbar, null bei /*= (§. 7, 2), und nach §. 7, 3 

fdfqr - fqr^f = " ^^ ^ <^aß fqJrß («, /? = 4. 2, . . , n) 

SO dass, wenn /* und d/* bei demselben s null werden, auch 
^^aßfqa frß verschwindet. Unter der Voraussetzung, das^ eine 
der Formen sq> ~~ tp definit ist, ist eine Afache Wurzel der Glei- 
chung /*= zugleich eine (X— 4) fache Wurzel der Gleichungen 
/* s= 0, wie W^EiKRSTRASS a. a. 0. bewiesen hat. 

Anmerkung. Wenn die beliebige quadratische Form fp 
durch n Quadrate insbesondere mittelst einer orthogonalen Sub- 
stitution dargestellt werden soll, welche die Form 

y = ajj* + a?,* + . . + Xn^ in Vi* + . . + y^ 

verwandelt, so hat die zu diesem Zwecke aufzulösende Gleichung 
/* s nur reale Wurzeln , welche aber nicht nothwendig alle von 
einander verschieden sind. Auf einer solchen Transformation 
beruht die Bestimmung der mechanischen Hauptaxen eines ge- 
gebenen Körpers"^), dersäcularen Störungen der Planeten (Laplacb 



*) Ausgehend von D'Alembert's und Guler's Untersuchungen (M6m. de 
Berlin 4749 — 60) hatte Sbgner (Specimen tbeoriae turbinum, Halle 4 765) die 
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M^m. de Paris 1772, II p. 293 und 362) , der Hauptaxen der 
Linien und der Flächen 2ter Ordnung (Eulbr 4 748 Introd. II App., 
PoissoN und Hachbtte 4 802 J. de Fee. polyt. Gah. 4 4 p. 470, 
BiNET 484 4 Corresp. sur fec. polyt. l. 2 p. 323 u. A.). Die dabei 
eintretende Realität der Wurzeln der Gleichung /*= wurde für 
den dritten Grad von Lagrangc (M6m. de Berlin 4773 p. 408) 
bewiesen , für höhere Grade von Caüchy a. a. O. ; auf einem neuen 
und directen Wege für den dritten Grad von Kummer (Grelle J. 26 
p. 268. Vergl. Jacobi Grelle J. 30 p. 46. Bader 4868 Grelle J. 74 
p. 40) , für höhere Grade von Borchardt Liouv. J. 42 p. 50 — 
und zwar unter der Voraussetzung , dass alle Wurzeln der Glei- 
chung /"= von einander verschieden sind. Die angezeigte Eigen- 
schaft der Gleichung /*= erkennt man nach Sylvester (Philos. 
Mag: 4852, II p. 438) durch Entwickelung des Products f{s) f{s), 
welches bei imaginären Werthen von s durchaus positiv ist (vergl. 
9) . Die Auflösung des allgemeinen Problems ist tiefer ergründet 
worden von Weierstrass (Berl. Monatsbericht 4868 Mai 48) und 
Kron£ciusr (ebendas. und 4874 p. 4). 

14*). Eine orthogonale Substitution, welche Xi^'k'X2^ -f- .. 
in ^i2-+-t/2^ "*" • • transformirt, ist ein besonderer Fall einer linea- 
ren Substitution, durch welche überhaupt eine quadratische Form 
der X in sich selbst d. h, in dieselbe Form der y transformirt 
wird **) . 

L Aus dem System 



• • • 



folgt durch Multiplication mit a?i , 002^ , . und Addition 

^-^kX^k^X = ^^Xk^kVX 

und durch Multiplication mit yi, ^2 > • • und Addition 

e:SaxkS>kyx =» ^HxVkVx 

freien Rotationsaxen eines Körpers durch eine cubische Gleichung be- 
stimmt, und den Weg eröffnet, auf welchem Eüler weitergegangen ist 
(Theoria motus corp. sol. 1765 cap. V). 

*) RosANES briefliche Mittheilung 1874 Dec. Vergl. Grelle J. 80 p. 53. 
**) Vergl. Hermite Grelle J. 47 p. 309 und GAYLEt Grelle J. 50 p. 288. 
Baltzer, Determ. 4. Aafl. <I3 
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also unter der BedinguDg «^ s 4 

Wenn nun ^ 

VkX = i f<»iA + «u) = Pu 
9*i = i («AA - «u) = - 9u «nd Uk = <> 

gesetzt wird , so können die Grössen a durch die Grössen p und q 
ausgedrückt werden, dergestalt dass die gegebene quadratische 
Form fix) durch die lineare Substitution 

• • • • • • 

in f{y) übergeht. Die ^n(n-^i) Coefficienten q bleiben unbe- 
stimmt, € ist entweder 1 oder — 1 . 

II. Eine lineare Substitution ocj^sesS Cff^y^, welche die qua- 
dratische Form f{x) = Spf^Xi^x^ in sich selbst d. h. in f(y) trans- 
formirt , lässt sich [abgesehn von besondern Fällen) auf folgendem 
Wege in das System (l) 

«f «a^A = ^^xkVx (fc « 4 , a , . . , n) 

X X 

überführen. Man setzt 

X 

so dass bi^ = cj^i "*" *^U ^^^ ^U entweder 4 oder ist, je nach- 
dem k und l gleich oder ungleich sind. Wenn 2 ± b^x 622 . . 
nicht null ist, so findet man (§. 8, 4) die Umkehrung 

Vk = '?ßikSi 

« 

Demnach ist 

fix) « ^Pkxih-^yk)ih-^yx) = ni-^f^Pkxykh-^M 

und wegen der Voraussetzung f(x) =f{y) 

ni)^ ^^^PkxVkh «= ^e^PkxßikUh 



§. u, u. 
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Setzt man endlich 

SO erhält man 

bei allen |, folglich a^ -+- a;^,- = ^PiX» Nun ist 






fVi) 



folglich 



k k 



III. Diese Ueberführung der Substitution (II) in das System 
(Ij ist nicht thunlich^ wenn die Determinante 2 ± h^^h^<2. - * "uli 
ist, d. h. wenn die Gleichung nten Grades für q 



Cm -9 



'I« 



'21 



Cn-Q 



= 



die Wurzeln 4 und —4 zugleich hat. 

Diese Gleichung (vergl. oben 9) ist reciprok*). Denn sie 
drückt die Bedingung aus, unter der in dem System (11) x durch 
^^ ersetzt werden kann. Aus der Identität /"(cc) = /*(y) folgt aber 
durch DiSerentiation das congruente System 

Und die Bedingung, unter der in diesem System qx durch y^ 
mithin fj^ [y) durch qfj^ [x] erse&t werden kann , fällt mit der 
aufgestellten Gleichung zusammen. Das Product der Wurzeln 
-2 ± Cii C22 . . ist 4 oder — 1 . 

Für das System (I) lautet die entsprechende Gleichung 



«ö«i - Q^\2 ««22 - e««« 







welche man sofort als reciproke Gleichung erkennt, 
ihrer Wurzeln ist ^ . 

Wenn überhaupt aus den linearen Formen 



Das Product 



^i = c^iVi + 



CntV»! 



*) Hebmite und Catlet a. a. 0. 
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das System 



a„ir, + . . 4- a^f^x^ =» <^iVi -t- • • -4- ^niVH 



m • 



gebildet wird , wobei 

so ist die entsprechende Gleichung 






C„ - (> c 



12 



'21 



C«2-? 



<»il ÖH2 

<»2I ö«2 



Bei rf^;^ = €ajt;[ findet man ^ ± qi C22 • • = €**. Also ist bei gera- 
dem n eine Substitution, deren Determinante den Werth —4 hat, 
in dem System (I) nicht enthalten. In andern Fällen*] kann die 
Gleichung fUr q die beiden Wurzeln 4 und —4 nur dann haben, 
wenn ihre Wurzeln nicht alle von einander verschieden sind. 
IV. Die angegebene Substitution ist eine orthogonale, wenn 



PkX = ^kX 



f(x) = a?i' + 0?,* + . . + x^ 



Alsdann wird \[(i^ -*- a;^^^) = d^^i und 



^-^^Xi^i = ^^iXVi 



(i = 4, 2, .., «) 



so dass •|n(n— 4) Grössen a unbestimmt bleiben. Diese Darstel- 
lung steht mit der von Catlbt gegebenen in ersichtlichem Zu-r 
sammenhang. Yergl. auch Yeltmann Schlömilch Zeitschrift t. 46 
p. 523. 

§. 15. Die Dreiecksfläche und das Tetraedervolum. 

1 . Wenn den Anfang beliebiger coordinirter Axen bedeu- 
tet, wenn a;, y und acj , y^ die mit den Axen parallelen Coordi- 
naten der Puncte A und B sind und die Geraden , auf denen OA 
und OB liegen, durch r, i\ bezeichnet werden, wenn ferner die 
Dreiecksfläche GAB positiv oder negativ genommen wird, je nach- 
dem der Sinn der Drehung; welcher durch die Ordnung der 
Puncte Ö, A, B bestimmt ist , mit dem positiven Sinn der Ebene, 



*) Vergl. Bachmann Grelle J. 76 p. 331 und Hermite Grelle J. 78 p. 325 
für n = 3. 
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in welchem positive Winkel derselben beschrieben werden, über- 
einstimmt oder nicht übereinstimmt, so ist*) 



2 OAB = OA.OB sinrri = BO.OA sinr^r = 



OD Xt 



y 



Vi 



sin ayy 



Beweis. Es ergicibt sich unmittelbar aus der über das Zei- 
eben der Dreiecksfläche gemachten Voraussetzung , dass OA . OB 
sin rrj und BO.OA sin 7\r auch dem Zeichen nach mit ^OÄB 
übereinstimmen. 

Wenn durch OA', OB' die Äbscissen von A, B, durch r', x\ y' 
die Normalen der Geraden r,x,y bezeichnet werden , so haben 
OA und OA' auf y', OA und A'A auf x' gleiche orthogonale Pro- 
jectionen d. h. 

OAcosy'r = OA' cos xy' OAcosyr' » OA' sin xy 

OA cosx'r 5= A'A cos yx' '-OA cosxr' = A'A sin xy 

Die Distanz B von OA wird durch orthogonale Projection der ge- 
brochnen Linie OB'B auf r' gefunden 

a?i cos irr' + y^ cosyr' 

Also ist 

%OAB = x^.OAcosxr' + y^^OAcosyr' a= (— a?,|/ + a?y,) sina?y 

Anmerkung. Wenn der Punct B dem Punct A unendlich 
nahe liegt, so ist 

r^ ^ r -k- dr x^ ^ x -{• dx Vi ^ y -^ dy 

Indem man den Winkel xr durch ^ bezeichnet, erhalt man 



sin x y 



%OAB = r'd^ = 
durch Anwendung von §. 3, 7. 



X 


X -¥ dx 


s\nxy SB 


X 


dx 


y 


y '¥ dy 




y 


dy 



*) Diese Formel ist in einem Theorem Varignon's (M6m. de Paris *719 
p. 66) enthalten , dessen genaue geometrische Darstellung neb>t der Be- 
stimmung der Zeichen man in Möbiüs Statik §. 35 und in des Verf. Ele- 
menten der Math. Planimetrie §. 9, 8 findet. In der gegenwärtigen Gestalt 
kommt die Formel bei Monge 4 809 vor (J. de l'öcole polyt. Gab. 15 p. 68), 
und liegt der Formel für die Fläche eines Polygons zu Grunde, welche 
Gauss (Werke 4 p. 393) in den Zus&tzen zu Schumacher's Uebersetzung von 
Carnot g^om. de position gegeben hat. 
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2. Wenn das Volum des Tetraeders OABC durch die Kanten 
OA, OB, OC und deren Winkel unzweideutig ausgedrückt wer- 
den soll , so bestimme man willkürlich die positiven Richtungen 
der Geraden x, y, z, auf denen die Kanten OÄ, OB, OC liegen, 
und demgemäss die Zeichen dieser Kanten; ferner bestimme man 
willkürlich die positive Richtung der Normale z' der Ebene xy, 
und demgemäss den positiven Sinn dieser Ebene. Dann ist (4) 
auch dem Zeichen nach 

iOAB s OA. OB sin xy 

und die Distanz der Spitze C von der Ebene OAB 

OC cos xz' 
folglich *) 

eOABC s OA.OB.OCsinxy cos z 2' 

Wenn zur positiven Richtung von x oder y die entgegenge- 
setzte gewählt wird , so wechseln OA oder OB und sin xy das 
Zeichen. Wenn zur positiven Richtung von z die entgegengesetzte 
gewählt wird , so wechseln OC und cos zz' das Zeichen. Wenn 
zur positiven Richtung von z' die entgegengesetzte gewählt wird, 
so wechseln sin xy und cos zz' das Zeichen. Bei jeder Wahl 
erhält also OA.OB , OC ünxy cosjsjs' dasselbe Zeichen. 

In gleicher Weise findet man 

6 0B-4C =» OA.OB.OCsxnyxcoszz* 

Nun ist sinyx = — sinxy, folglich OBAC = — OABC, u. s. w. 

3. Per goniometrische Factor, mit welchem das Product der 
an einer Ecke des Tetraeders^ liegenden Kanten multiplicirt wer- 
den muss, damit man das 6fache Volum des Tetraeders erhält, 
wird nach Staudt (Grelle J. 24 p. 252) der Sinus der Ecke 
genannt und durch sinxyz bezeichnet, wenn die Kanten auf den 
Geraden x, y, z liegen. Nach (2) ist 

sinxyz » siüyzx s • • s — s'iayxz ss -> siüxzy » * • 

Das Paralielepiped , dessen Kanten auf o?, y, z positive Ein- 
heiten sind , hat das Volum (2) 



*] Vergl. MöBius Statik §. 63 und des Verf. Elem. d. Math. Trigcoo- 
metrie §. 6, 14. 
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wenn die positiven Normalen der coordinirten Ebenen yz j zx, xy 
durch x'j y', z' bezeichnet werden. 

Aus sphärisch -trigonometrischen Gründen hat man oech 

8\n xyz =s 6\nxy s'inxy^z = s\n xy amyz sin xy^yz 

wenn xy^'z und xy^yz die mit der Ebene xy von der Geraden z 
und von der Ebene yz gebildeten Winkel bedeuten, und 

coszx •— cosxy cosyz = sinxy sinyz cosxy^yz 

Aus den beiden Gleichungen findet man *) 

Bin^xyz = sin* xy s'in^yz — {coszx — cosxy cosyz)* 
Ä 4 — cos^xy — cos^yz — cos'jjoj + 3cosa;t/ cosyz coszx 

£ «;^ a?y + a?g + yz ^.^ - a?y -i- a;g + yz ^.^ x y- jgjg H- yg ^^ ajy + ajar-ya 
* »HI — siu j Sin 2 Sin — 

Die Grösse sin ^a^js liegt zwischen und t , und erreicht die 
untere Grenze nur dann, wenn die Geraden x^ y, z mit einer 
Ebene parallel sind, die obere Grenze nur dann , wenn die Gera- 
den normal zu einander sind. Zugleich ist (§. 5 , 6j 

^ cosxy cosxz 

s\a*xyz SS cosa;y 4 cosyz 

cosxz cosyz 4 

analog der Gleichung 

4 cosa;y 



sin^xy 



cosxy 4 



4. I. Goordinaten einer Strecke heissen die Projec- 
tionen derselben auf je eine von 3 coordinirten Axen durch Ebe- 
nen, die mit den beiden andern Axen parallel sind. Goordina- 
ten einer Plan figur heissen die Projectionen derselben durch 
Gerade, die mit den beiden andern Ebenen parallel sind. Wenn 
insbesondere die Strecke eine Geschwindigkeit, Beschleunigung, 
Kraft , oder die Planfigur ein Kräftepaar bedeutet , so sind ihre 
Goordinaten Gomponenten (composantes) des resultirenden mecha- 
nischen Elements. 

II. Das Prisma, dessen Basis und Kante in Bezug auf die 

*) EuLER Nov. Comm. Petrop. 4 p. 4 58. Vergl. des Verf. Elem. der 
Math. Trigonometrie §. 5, 4 4. 
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Axen Xj pj z durch ihre Coordinaten L smyz, M sinzXy Nsinxy 
und Aj Bj C gegeben sind, hat das Volum 

(AL + Bif + C^) sin xyz *) , 

Beweis. Das die Basis p auf yz parallel mit x projicirende 
Prisma hat den Normalschnitt 

p cosxn s=s L sinyz cos j;^' ss L sinxyz (3) 

u. s. w. , wenn durch x\ y\ z\ n die positiven Normalen der 
coordinirten Ebenen und der Basis- Ebene bezeichnet werden. 
Die Höhe des gegebenen Prisma wird durch orthogonale Projection 
der aus A^B^C bestehenden gebrochnen Linie auf n gefunden 

Acosxn + Bco^yn + Ccosjsn 

Also hat das Prisma das Volum 

Ap coso; n -¥ Bp cosyn + Cp coszn =s (AL + BM + CN) %mxy% 

III. Wenn in Bezug auf die coordinirten Axen x, y, z mit 
dem gemeinschaftlichen NuUpunct die Puncto ^4 , ^, C die Coor- 
dinaten Xj y, z; Xij y^j z^; x^f y2j ^2 haben , so ist auch dem 
Zeichen nach**) 



6 OABC = 



X 

y 

z 



X, 

Vi 



X, 



sinxyz 



Beweis. Die Coordinaten der Fläche 2 OBC sind (4 j 



Vi 2/2 



z. 



smyz 



X, 



x^ 



sinzx, 



X, 



Vi 



x^ 



svtixy 



Die Coordinaten der Strecke OA sind x , y ^ z. Durch Composi- 
tion dieser Coordinaten mit den Coefficienten von sinyjs, sinzx, 
sina^ erhält man (11) die angegebene Determinante. 

Anmerkung. Vermöge der Sätze {\] und (4) können die 
einfachsten der in §. 3, 9 aufgestellten Identitäten geometrisch 
gedeutet werden. 



*] S. den Aufsatz des Verf. Leipz. Berichte 1873 p. 525, welcher die 
Anwendung dieses Lemma bei der Reduction der einen starren Körper an- 
greifenden Kräfte zeigt. 

**) Lagrange sur les pyr. U. Monge und Möbius a. a. 0. Gau^s Disq. 
generales circa superficies curvas 3 , VIL Gauss und Möbius haben das 
Zeichen bestimmt. Vergl. den Aufsatz des Verf. Grelle J. 73 p. 94. 
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5. Wenn die Puncte AfB, C in Bezug auf zwei Axen der 
Ebene ABC durch die Coordinaten x, y; cc^ , ^i ; x^j y^ gegeben 
sind; so ist*) 



lABC = 



4 

X 



4 

X, 

Vi 



4 

x^ 

1/2 



8\nxy 



Beweis. Da die Strecken AB, AC die Coordinaten Xi 

yi^y'i ^"^y y^'-y haben , so ist [\ ) 



— o? 



'iABC = 



a?! — a? 



Xm "^ £C 



sino?]/ 



l/i - 1/ 3/2-1/ 

Wie in §. 3 , 3 erhält man statt dieser Determinante 



4 —4 



X Xt 



y 



X 



4 -4 




Xa ^" cC 


= 


1/2-1/ 





4 4 

y Vi 



a?. 



i/i - 1/ 1/2-1/ y Vi Vi 

Anmerkung. So oft man in der Formel ABC zwei Buch- 
staben permutirt, so vielmal wechselt die Dreiecksflilche das 
Zeichen. In der That erleidet die Determinante der Coordina- 
ten durch Permutation von zwei Colonnen einen Zeichenwechsel 
(§. 3,3). Durch Entvxickelung der Determinante erhält man die 
bekannte Identität ABC = OBC -i- OCA -i- GAB. 

Als Bedingung , unter welcher A auf der Geraden BC liegt; 
d. h. als Gleichung der Geraden durch B und C ergiebt sich, weil 



X 



X, 



0?, 



s 



y Vx 1/2 

6. Wenn die Puncte A, B, Cj D in Bezug auf drei Axen 

durch die Coordinaten x, y, Js; OJi, y^ , ;5i ; a?2 , ^2? ^2; ^3> 2/3» % 
gegeben sind^ so ist 

4444 



6ABCD = 



X 

y 

s 



X, 



1/1 



^2 

1/2 

«2 



^8 



sinxyz 



*) Diese bekannte Formel und die entsprechende des folg. Art. kommt 
in dieser Gestalt bei Cayley Garabr. math. J. i p. ä68, Joachimsthal Grelle 
J. 40 p. 23 u. A. vor. 
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Beweif. Die Goordinaten der Strecken ABy AC, AD sind 

^1—^1 yi — y, %— «; ^ — «, y? — »» «i — «; u. s. w. Da- 
her ist (4) 





Xi"^ X 


Xf—X 


Xm^^ X 


6ABCD » 


Vx-y 


y^-y 


y%-y 




z.-z 


Ä,-j 


«.-* 



sin 072/2 



Durch Transformation der Determinante erhält man 



h -4 



\ —4 



a? 


aj, — a? 


a;,— a? 


y 


!/i-l/ 


y«-y 


» 


«, -« 


«,-Ä 



1 -4 




a?, — 0? 






SS 


y.-v 




«I-« 





X 

y 

2 



4 

2. 



a?. 



aj, 
1. 



Anmerkung. So oft man in der Formel ABCD zwei Buch- 
staben permutirt , so vielmal wechselt das Tetraedervolum zugleich 
mit der dafür gefundenen Determinante das Zeichen. 

Unter der Bedingung ABCD = liegt A auf der Ebene BCD^ 
mithin ist die Gleichung der Ebene BCD 



\ 

X 

y 

2 



Xt 



Vi 



X^ 

y% 



\ 



X 



y% 



oder entwickelt 



4 4 4 

!/i !/s y% 



.X 



4 

a?. 



4 

2, 



4 
2, 



x» x% 



y 



4 


4 


4 




«1 


a?. 


a;. 


S SB 


2/i 


2/s 


l/s 





a? 



a?« a?. 



1 «^8 **'» 

2/i Vs 9s 



wovon die geometrische Bedeutung unmittelbar wahrzunehmen ist. 

7. Die Lage des Punctes Pin Bezug auf das Tetraeder ABCD 
ist durch die Tetraederverhültnisse 

BCDP : CADP : ABDP : PABC 

bestimmt"^). Die Puncte P, A, By C, D haben in Bezug auf drei 



*) Lagrange sur les pyr. 28. Grössen, welche wie diese Tetraeder 
sich verhalten , werden bei Möbius (baryc. Caicul) als baryeentrische Goor- 
dinaten des Punctes P in Bezug auf Fundamentalpyramide ABCD ange- 
wendet, bei Feüerbach (Untersuchung der dreieckigen Pyramide p. 5) als 
coordinirte Coefficienten , bei Plücker (Grelle J. 5 p. 4) als Tetraeder-Goor- 
dinaten (in der Ebene Dreieck-Goordinaten). 
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beliebige Axen die Coordinaten x, y, x; Xi, yi, z^; u. s. w. Da 
die Determinante • 



1 


h 


\ 


X 


X, . 


. X, 


y 


Vi • 


• Vi 


z 


^i • 


• -554 


.u 


u. 


«4 



= fJlU -^ fA^Ui -¥' 



^4 «4 



verschwindet, wenn die letzte Zeile mit einer andern ttberein- 
stimmt , so hat man 



A* +/"i 


+ . 


• + i"« = 


f4X -^ fi^x^ 


+ . 


. + fi,x, = 


W -^ f^iVx 


+ . 


. + fi,y, = 


flZ ^ fl^Z, 


+ . 


. + (i,z, = 



Der Punet P erscheint demnach als Schwerpunct der Puncte 

fi^.A, /Uj.B., f*%C, fi^.D 

d. h. der in il, B, C j D befindlichen Massen f^i^ 1^2^ f^n ^aj und 
wird dadurch construirt , dass man je nach gegebenen Verhält- 
nissen die Strecke AB in iV, die Strecke NC in 0, die Strecke 
OD in P theilt. VergL des Verf. Elem. d. Math. , Stereometrie 
§. 14, 5. Die partialen Determinanten fi, ju^,.. verhalten sich 
zu einander wie die Tetraeder ABCD , BCDPj . . (6) , während 
ABCD : BCDPsB AA^ : A^P, wenn die Gerade i4P mit der Ebene 
BCD den Punct Ai gemein hat , u. s. w. 
Aus den obigen Gleichungen folgt 

f4{a -^ bx -h cy -¥• dz) + • • + /u^ (a + bx^ + cj/^ + dz^) = 

eine Gleichung, deren geometrische Bedeutung gefunden wird, 
indem man die Ebene a + bx' + cy' + djs' = vorstellt , welche 
von den durch P, A,. . parallel mit z gezogenen Geraden in P\ 
A'j . . gescbnilten wird. Dann ist 

a + 6aj + cy + djj' = 

a -i- bx + cy •¥- dz = diz—z') = d.P'P 

u. s. w. , folglich 

wobei unter P' , A' , . . die Durchschnitte irgend einer Scbaar von 
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Parallelen , die man durch P, A^ .. gezogen hat , mit einer belie- 
»bigen Ebene verstanden werden können. 

8. Sind Ä^^ Bi, C^ die Mitten von AD, BD, CD, so wird 
das Tetraeder ABCD von den Ebenen A^BC, AB^C, ABC^ hal- 
birt, und der Schwerpunct P des Tetraeders ABCD liegt auf den 
genannten Halbirungsebenen , so dass 

A^BCP =0, AB^CP ^ 0, ABC^P = 

Nun hat ^4^ die Coordinaten ^ [x^ + X4) , ^ [y^ + ^4) > i (^1 + ^4)1 
folglich ist (6) 







4 


4 


1 


4 










i (^1 + a?J 


x^ x^ 


x 

^ 










i (Vi + 1/4 


y% yt 


V 










1(^1 +*J 


«. «. 


;s 






i 


4 4 4 




i 


4 4 


4 


iy. 


yt y% y 


+ 




x^ x^ 

y% yt 




i'. 


«8 


«• « 




1*4 


*. 


»t 


2 



s 



oder — fi4 + ^1 = 0. Ebenso ist — JU4 + jM2 = , — jti4 +^3 = 0, 
daher jn^ sr ^^2 = jt^a = JM4 = — ^ju und 

x^-k-x^-^x^-^r X, Vx-^yt^yt-^ y* , _ *i ^- *«-»■*» -j- *4 

'^ = j . y 1 , * j 

d. h. der Schwerpunct des Tetraeders ist die Spitze von 4 glei- 
chen Tetraedern, deren Basen die Flächen des Tetraeders sind, 
und der Schwerpunct von 4 gleichen Massen, welche in den 
Ecken des Tetraeders ihre Scb werpuncte haben *) , 

9. Wenn die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks in Bezug 
auf ein System von zwei Axen gegeben sind , so findet man die 
Fläche des Dreiecks auf folgende Weise**). Die Coefficienten der 
Gleichungen seien a : b : c, a^ : b^ : q , 02 : 62 : C2 , d. h. für je- 
den Punct der ersten Seite, dessen Coordinaten cc', y' sind, hat man 



*) RoBERYAL. S. Lagrange M^canique I sect. Y, 3 und sur les pyr. 
34 —35. 

**) JoACHiMSTUAL Grelle J. 40 p. 28. Zu demselben Resultat und dem 
entsprechenden des folg. Art. war auf einem andern Wege Minoing Grelle 
J. 5 p. 397 gelangt. 
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a + bx' -h cj/' = u. s. w. Die Coordmaten der Eckpuncte x, y; 
Xij y^; oc^y y^ nebst 3 Hülfsgrössen p j Pt, p^ sind durch die " 
linearen Systeme 

Ol + hiX + c,|/ Ä o, + 6,iri + Cj|/, = p» Oj + 6j a?, + c^y, =s 
o, + .dja? + c,y sa a, + 6, a?i + c,|/, = a, + 6, o?, + Cj|/, ä p, 

bestimmt , welche ausdrücken , dass der Punct (x , ^) auf der 
zweiten und dritten, aber nicht auf der ersten Geraden liegt; 
u. s. w. Nach §. 6, 3 ist 



4 

1 



X 
X, 



h X, 



V 
Vi 



a 



b 



c 
c. 



Nach §.3,7 ist 



a 



b 



c 
c, 



P 




b 



p 
Pi 
p. 



c 



u. s. w. Wenn man nun die Determinante der Coefficienten 
durch R und die Adjuncten der ersten Colonne durch o ^ cr^ , «2 
bezeichnet, so ist 

Ä = p« = Pi«! « p,«a 
daher 



p 











Pl 








b 


p* 



= PPlP2 = 



Ä« 



««1 «2 



4 

4 



X 

X 

x^ 



1 



y 

Vi 

y% 



R' 



aa|ff. 



mithin (5) die gesuchte doppelte Dreiecksfläche = — ^—^ 

Nachdem man auf bekannte Weise die Höhen des Dreiecks, 
d. h. die Abstände der Puncte (x, y) , {x^ , ^i) , (a?2, ^2) von der 
ersten , zweiten , dritten Geraden berechnet hat , findet man die 
Seiten des Dreiecks, wenn man die gefundene doppelte Dreiecks- 
fläche durch die Höhen dividirt. 

Wenn die Determinante der Coefficienten verschwindet, ohne 
dass die Elemente einer Zeile zu einander der Reihe nach sich 
verbalten , wie die Elemente einer andern Zeile , so gehen die 3 
Geraden durch einen endlich fernen Punct. 
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10. Wenn die Gleichongen der Flächen eines Tetraeders in 
^ Bezug auf ein System von 3 Axen gegeben sind, so wird das 
Yolam des Tetraeders auf dieselbe Weise gefunden, wie die 
Dreiecksfläche aus den Seiten. Die Goefficienten der Gleichungen 
•seien a: b : c : dj O] : &i : q : (i^ , a^: b.^: C2: d^y «s : 63 : Cß : ^3 , 
d. h. für jeden Punct [x' , y\ z') der ersten Fläche hat man 
a.-i-6a?'-i-cy'H-dj5'=0 u. s. w. Die Coordinaten der Eckpuncte 
x,y,z\ XYjyx,Zx\ a^, ^2,^2; ^ilhyH «ebst den Hülfe- 
grössen 1> > Pi ? |>2 > Ps ^^^^ durch 4 Systeme von je 4 Gleichungen 

a +6a? + ci/ + das=p 
ttj + \x + Cjj/ + djÄ = 
a, + \x + c,y + d^z = 

u. s. w. bestimmt, welche ausdrücken, dass der Punct (cc, ^, z) 
auf der zweiten, dritten, vierten, aber nicht auf der ersten Ebene 
liegt , u. s. w. Dann ist 
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d 




p 











4 
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Vi 


«I 


ö| 
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c, 


d| 







Pi 
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aj. 


1/2 


«2 


ö« 


ft. 


Ct 


d. 










p* 





4 


^t 


Vt 


«« 


a» 


6. 


Cz 


d. 
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6 c 
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«i 


^1 <^i 


dr 







K 


Cl 


d. 
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Ä = pa a= Pj«j = p,a, = p,«, 



folglich 



PP1P2P« = 



H' 



a<Vi o, a. 
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X 


1/ 


z 


4 


X, 


l/i 


«1 
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a?. 


y> 


«2 


4 


a?. 


Vz 


«8 



Ä' 



affitt,«. 



D* Gin XVZ 

und das gesuchte 6fache Tetraedervolum (6) = ^- Hier- 

aus lassen sich mit Hülfe der Höhen des Tetraeders seine Flächen 
berechnen. 

Wenn die Determinante der Goefficienten verschwindet, ohne 
dass zwei Zeilen proportionale Elemente enthalten , so gehen die 
4 Ebenen durch einen endlich fernen Punct. 



§.46,2- 
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§. 16. Producte von Strecken , Dreiecken , Tetraedern. 

1. Durch Ay Ä^, A2y . , und B, B^^ B^y ,. werdea 3 Systeme 
von Puncten, und durch c^j^ das Product von S Sireckea AA^y BBj^ 
der Geraden r , q mit dem Cosinus des Winkels dieser Geraden 
bezeichnet. Um das Product c^j^ zu berechnen, bestimme man 
willkürlich die positiven Richtungen der Geraden r, q und dem- 
gemäss die Werthe und Zeichen der Strecken und des Cosinus. 
Wenn als positive Richtung einer Geraden die entgegengesetzte 
angenommen wird , so wechseln eine Strecke und der Cosinus das 
Zeichen. Also erhält bei jeder Wahl das Product c^ dasselbe 
Zeichen. 

Sind die Puncto A, A^, B, Bj^ durch ihre orthogonalen Coor- 
dinaten 

ai b c a ß y 

^i Vi «« ik Vk & 

in Rezug auf die Axen x, y, z gegeben, bei denen sinxyz = 4 , 
so findet man durch orthogonale Projection der Strecke AA^ und 
ihrer Coordinaten o?,- — a , . . auf die Gerade q 

AAf cosrQ =s (a;^— a) cosxq + (y,— b) cosyQ + (Zi—c) coszg 



folglich 

(I) AAi.BBj^cosrQ = (a;<- a) (1^- «) + {y-^b)(fik-fi) + {'i-c)(Cf, 
(II) cosr^ =s cosa;r cos X(f -4- cosyr cosy^ -¥ coszr coszq 

Nun ist identisch 
u. s. w. , folglich *) 

(IIl) %AAi.BBik cosrg = ^B^« + A^B* - AB* - AJBf* 

1 4 

4 AB" A JB*« 
4 AiB" A^Bj,* 

2. Nach §.6,4 hat man nun 



-Y) 



^äi ^U C|| C<29 • • ^~ 






^-« ^1-/^ ti-y 

^«-« ^2-/^ C«-y 



^) Vergl. Cahnot G^om. de pos. 3(^4-. M^m. sur la relatioo etc. S7. 
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Daher ist die Determinante 2 db c^ 0^2 * • ^^^^ j wenn sie 4ten oder 
hohem Grades ist. Indem man c^j^ durch cos,;^ ersetzt, wenn 
die Strecken Einheiten sind, eriiält man die trigonometrischen 
Gleichungen 



2: ± c,,c^^c^^c^, = 



JS ± cos „ cos „ cos „ cos ^^ Ä 



für beliebige 2mal 5 Puncte und 2mal 4 Gerade. 

Nach dem Zusammenfallen des zweiten Systems mit dem 
ersten ist c,^ = Cjt,-, und man findet aus der ersten Gleichung den 
Zusammenhang unter den Strecken , welche 5 Puncte verbinden 
(vergl. unten 13) , während die andre Gleichung der analytischen 
Geometrie folgende Ausdrücke liefert : 



(I) 



(11) 



4 


cosa?r 


cosyr 


cos zr 


cos a;r 


1 


cosxy 


cosxz 


cosyr 


cosajy 


1 


cos yz 


cosÄr 


cosxz 


cos yz 


4 


cosr^ 


COSXQ 


cos yQ 


cos ZQ 


cos a?r 


4 


cosxy 


cosxz 


cos t/r 


cosxy 


4 


cos yz 


cos;sr 


cosxz 


COS yz 


4 



= 



= 



Die Gleichung (1) enthält den Zusammenhang unter den von 4 Ge- 
raden (Ebenen) gebildeten Winkeln , unter den Seiten und Dia- 
gonalen eines sphärischen Vierecks, unter den Flächen winkeln 
eines Tetraeders (Carnot G6om. de pos. 350). Wenn insbeson- 
dere X , w, z, r die Richtungen der Kanten OA , OB, OC und des 
Diameter OD der dem Tetraeder OABC umgeschriebenen Kugel 
bedeuten ; wenn OÄssa, 0Ä = 6, OC=c, OD = dy so hat 
man 





cosxr 
a 


cosyr 
b "" 


cosjsr 
c 


4 
d 


d^ 


a 


b 


c 




a 


4 


cosxy 


cosxz 




b 


cosxy 


4 


cos yz 





cosxz cosyz 



= 



zur Berechnung des Diameter der einem Tetraeder umgeschrie- 
benen Kugel aus den Elementen einer Ecke (Lagrange sur les pyr. 
24. Legendre 616m. de g6om. Note V). 
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Die Gleichung (II) dient zur Bestimmung des Winkels von 
zwei Geraden durch die Winkel , welche dieselben mit den coor- 
dinirten Axen bilden. Magnus anal. Geom. des Raumes §. 9 (7). 
Vergl. den Aufsatz des Verf. in Grelle J. 46 p. 145. 

Wenn alle Puncto auf der Ebene xy liegen, und alle Geraden 
mit dieser Ebene parallel sind , so hat man 

2 ± coSn coSjj coSg, = 



-2'±c»iC„c„ = 



Qosxr 
cos yr 



cosajr 
co%xy 



Gosyr 
cosxy 
4 



=: 



cosr^ cosicp cosyq 
cosipr 1 cosxy 

cosyr cosxy 4 



= 



3. Ferner hat man mit Rücksicht auf §.15, 4 und 6 

2 ± Ci, c„ c,8 = Se AA^ A^ A^ . BB, B^ B, 
JS ± cos „ cos 22 cos g, =r Sin r, r, r, sin q^ (», (», 



für beliebige 2mal 4 Puncte und 2mal 3 Gerade*). 

Nach dem Zusammenfallen der beiden Tetraeder ist c,j^ = c^^ 
und man erhält für 36i4i4i A^ A^'^ die von Lagrange sur les pyr. 1 5 
gegebene und von Legendre el6m, de g^om. Note V reproducirte 
Formel. 

Es ist z* ß. 



= 8in/'flfÄsin/*5f'V 





cos fr 


cos fg' 


cos fh' 




cos gf 


cosgg' 


cos gh' 




coshf 


cos hg' 


cos hh' 




4 


cos fg 


cos fh 




COS fg 


4 


cos gh 




cos fh 


cos^^ 


4 


und bei sinxyz^^ 


1 






cosxf 


cosxg 


cosxh 




cos yf 


cos yg 


cos yh 




cos zf 


cos zg 


cos zh 



= Sin VflTÄ (§.4 5,3) 



= siüfgh (§.45, 4) 



Wenn alle Puncte auf der Ebene xy liegen und alle Geraden 
mit dieser Ebene parallel sind , so bleibt 



*) Diese beiden Sötze hat Staubt 4 842 gegeben Grelle J. 24 p. 252. 
Der zweite Satz , der in dem besondern Fall sin r^ r, r ^ = 4 früher bei 
Gauss vorkommt (Disq. gener. circa superficies 2, VI), ist von Caucht 
reproducirt worden Exerc. d'Anal. 4 p. 44. 

Baltzer, Detenn. 4. Anfl. ^4 
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^«1 *'M 



4 i4 ^1 il] . no^D^ 



für 2 Dreie<^e einer Ebene und 



cos II cos 12 
cos ,1 cos „ 



810 Tir, sin^iP, 



fttr S Paare von Geraden, die mit einer Ebene parallel sind. Zu- 
folge dieser Gleichung ist bei 3 beliebigen Winkeln X, fi, v einer 
Ebene 

cos {X — fi) cos V — cos (X — y) cos^ « sin Jl sin (fc — v) 

insbesondere 

to%xf eosxg 
cosyf eosyg 

unter der Yoraussetzul^g sinxy^ f . 



= sin/'flf 



4. Bei der Entwickelung der Determinante Sten Grades 
5±CiiC22 ist (§. 45, 4 und 4) 



x^^ a i/i — 6 



Si4i4|i4,co8jSf» 






t^Biil^coSiSr 



indem durch n und v die positiven Normalen der Ebenen AA1A2 
und BBi B2 bezeichnet werden. Nun ist (\) 

coftCDfi 00s XV 4- cosyii ool^yv -4- cot«» oosjsv m cos nr 
folglich*) 

^ ± C|| c„ S5 4 AA^A^ . BB^B^ cosnr 

Und wenn die von A und B anfangenden Strecken Einheiten der 
Geraden /", j, /"', j'', und n, n' die positiven Normalen der Stel- 
lungen fg^ f'g* sind, so ist ^ AA^A^^^ ^^^f9i ^^ s. w., folglich**) 

cos ff COS/'fir' 



cosgf cos gg' 



sin fg mf'g' cosnV 



5. Das ifache Product der Dreiecke AA^A^^ BB^B^ mit dem 
Cosinus des Winkels ihrer Ebenen ist ebensowenig zweideutig als 
die dafür gegebene Determinante. Nach beliebiger Annahme der 
positiven Richtungen ihrer Normalen und nach übereinstimmender 



*) Staudt a. a. 0. 
**) Gauss und Staudt a. a. O. 
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Aonahme des positiven Sinnes jeder Ebene d. h. des Sinnes der 
Drehung, durch welche positive Winkel und Flächen beschrieben 
werden, sind die Zeichen der Dreiecke und des Winkels bestimmt, 
welchen die eine Ebene beschreiben muss , bis dass ihre positive 
Normale mit der positiven Normale der andern Ebene zusammenfällt. 
Wenn als die positive Richtung einer Normale die entgegengesetzte 
angenommen wird , so wechseln zwei Factoreq des obigen Pro- 
ducts das Zeichen, nämlich ein Dreieck und der Cosinus des 
Flächenwinkels, weil der Winkel um 480^ sich ändert; also bleibt 
das Product unverändert. 

Das 4fache Product der Dreiecke AA^A^j BB^Bi mit dem 
Cosinus des flächen winkeis ist kAA^A^.NN^N^^ wenn man 
durch iViVi N^ die Projection von 83^ B^ auf die Ebene A A^ A^ 
bezeichnet. Die aus den Paaren il^lj, AA^ und NN^^ NN2 ge- 
bildeCe Determinante 2±CiiC22 ist von der aus den Paaren AA^j 
AA2 und BBi, BB2 gebildeten nicht verschieden, weil NNi und 
BBi durch dieselben Ebenen auf ^4^4^ projicirt werden, u. s. w, 
(Staüdt) . ' 



Die Determinanten 

cos af 
cos bf 
cos cf 

cosa/ 



cos 6/" 



cosa^ 
cos 6^ 
cos cg 

cos ag 
cos bg 



cos ah 
cos bh 
cos ch 



= sin ab c sin fgJi 



= sinaft s\n fg cosab^fg 



haben zufolge der angegebenen Werthe die bemerkenswerthe 
Eigenschaft, dass sie unverändert bleiben, jene, während die ge- 
genseitige Lage der Raum Winkel ahc,fgh beliebig verändert wird, 
diese, während bei unveränderter Grösse des Flachenwinkels 
ab^fg die gegenseitige Lage der Winkel aft, fg beliebig verändert 
wird (Caüghy). 

6. Wenn man die Adjuncte des Elements c,-^ in der Determi- 
nante 'S ±Cii 022^33 durch y^^ bezeichnet, so hat man nach §. 7, \ 

Die Elemente.}^]!, . . sind Flächenproducte von der in (4) betrach- 
teten Art, nämlich 

y^^ SS ^±c^^c^g = 4i4il,i4, . BB,B, cos„ 
yij =s 2:± c„Cti SS KAA^A^ , BB^B^ cos,, 

44* 
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u. s. w., wo cos 11, cos 12, . . die Cosinus der von den Ebenen 
der Flächen AA2A^ und BB^B'^ , ^4^42^4,^ und BB^ B^, , . gebildeten 
Fläcbenwinkel bedeuten. 

Wenn das zweite Tetraeder mit dem ersten zusammen&Ut, 
nnd wenn die Flachen 2 i4 i42 -^3 > iAA^A^y 2 -4 i4i -^2 die Werthe 
fii fi) h haben, so findet man 

4 



(6^^^^,)* » ^,v,7,« 



cos 
cos 



IS 



IS 



cos 

4 

cos 



IS 



SS 



cos 



cos 



IS 



SS 



wobei sini23 den Sinus der Ecke (§[. 45, 3) bedeutet^ deren Kanten 
die positiven Normalen der Ebenen ^4^42^43, i4i43i4i , i4i4i ^42 sind, 
und welche der von den Geraden i4i4i , ^4^42, ^4^43 gebildeten Ecke 
des Tetraeders so zugeordnet ist, dass die Kugelschnitte der bei- 
den Ecken Polarfiguren sind. 



7. Das Product der Summen der Sinus von Ecken oder 
Winkeln zweier Systeme wird nach §. 6, \ abgeleitet aus 



4 cosa?a co8|/a cosza 
4 cosa?6 tosyh coszb 



4 — cosaa' 4 — cosa5' 
4— cos6a' 4— cosfeft' 



4 — cos a?a' — cosya' — cosjja' 
4 — cosajft' — cost/6' — cosjsfe' 



2sm*^aa' tsin'jad' 



Wenn jedes System 5 und mehr Gerade hat, so ist die resultirende 
Determinante null. Z. B. 

Für 2mal 4 Gerade findet man (3) 

> (sin6cd + sio cad + sina&d — smahc) (sin 5Vd' + sin c'a'd'-h sin a'b'd'-^ sin a'b'd') 
=a 46 2'±sin'iaa'sin*i66'sin'Jcc'sin«idd' **) 



*} Diese Gleichung ist von Lagrange's Gleichung (sur les pyr. 4 7) nicht 
wesentlich verschieden. Vergl. Bretsghneider Geometrie 677 und des Verf. 
Elem. d. Math. Trigonometrie §. 6, 4 6. 

**) Ein entsprechender polyedrometrischer Satz ist von Joachiiisthal 
Grelle J. 40 p. 42 ohne genauere Angabe der Zeichen aufgestellt und bewiesen 
worden. 
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Bei Smal 3 Geraden ist 

4 — cosaa' 4 — cosaft' . 
4 — cos6a' 4 — cosftft' . 



4 4—4 

4 4 — cosaa' 

4 4 — cos&a' 



4 -4 

4 —cosaa' 

4 — cosfta' 



und nach Weglassung der Glieder 



cosxa 
cosxb 
cosxc 



— cosxa' 

— 00805 6' 

— cos a?c' 



— cosaa' 

— cos 6 a' 



— cosca 



bleibt ttbrig 



(4 xy){i xyY -¥ (4 x x){i x z)' •¥ (4 y %](\ y %y 




4 
4 



— cosaa' 

— cosfto' 



— cosca' 



4 

— cosaft' 

— cos 6 6' 

— coscft' 



4 

— cos ac' 

— cos 6 c' 

— cos cc' 






4 4 4 

4 sin*^aa' sin»Ja6' sin'Jac' 
4 sm*i6a' siii'i66' sia46c' 
4 sin'Jca' sin*ic6' sin'^cc' 

Wenn insbesondere a, 6, c und a', 6', c' auf je einer Ebene liegen, 
deren positive Normalen n und n' sind, so wird die linke Seite (4) 

(sin 6 c + sinca -1- sina6)(8in6'c' + sin c'a' + sina'6') cos nn' 

Für 2mal 3 Gerade einer Ebene findet man unmittelbar 

(sin 6 c + sin ca + sin a6) (sinftV + sin &a' + sin a'6') 
= 82'±sin«iaa'8in«i66'sin«icc' 

8. Wenn man durch a, ö, c die Geraden bezeichnet, auf 
denen die Radien 0-4 , 05 , OG eines Kreises liegen , durch r die 
Länge eines Radius und durch fjg,h die Quadrate der Seiten 
BC, CAy AB des eingeschriebenen Dreiecks ilÄC; wenn man 
beide Seiten der Gleichung (7) 



(sin 6c + sin ca + 8ina6) . = 8 



sin*^a6 sin'^ac 

siu*ia6 sin'|6c 

sin'^ac sin^|6c 



mit 8 r® muitiplicirt und bemerkt, dass 



2U 
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r* sina& = %OAB 



4 r«8in4a6 



u. s. w., SO erhält man die altbekannte Gleichung 

h 
h 



(4 r . ilBC)» = i 



<7 



<7 





= fgh 



Wenn man durch a, b^ Cj d die Geraden bezeichnet, auf 
denen die Radien OA^ OB, OC, 0/) einer Kugel liegen, durch 
r die Länge eines Radius, durch fjg,h die Quadrate der Kanten 
BCy CAj AB, durch /*', ^', A' die Quadrate der gegenüberliegen- 
den Kanten AD, BD, CD des jener Kugel eingeschriebenen Te- 
traeders AB CD; wenn man beide Seiten der Gleichung (7) 

(sin bcd + sin cad + sin a&d — sin a&c)' 
sin'|a6 sin^^ac sin'^ad 



= - 46 



siD'ia& sin^ibc s\n*ibd 

s\n*iac sin'^6c sin'^cd 

sin*|ad sin'^6d sin'^cd 



mit 4 6 r^ multiplicirt und erwägt, dass 



r* sin abd ^ 6 OABJD 




4r«sin«ia6 


s h 


u. s. w.; so erhält man 











h g r 




{Ur.ABCD)^ = - 


h 
9 


r 9' 
f h' 






r 


9' h! 





zur Berechnung des Radius der dem Tetraeder umgeschriebenen 
Kugel aus den Kanten und dem Volum*). Die rechte Seite be- 
deutet das \ 6fache Quadrat der Fläche des Dreiecks, dessen Seiten 

^ffy yWi y^' «nd- Vergl. §.5, 6. 

9. Der Abstand der Geraden rj^, welche den Punct iV ent- 
hält, von der Geraden r,- , welche den Punct M enthält, wird durdi 
den Abstand d des Punctes iVvon der Ebene MMiNj^ angegeben, 



*) In diese Form ist die von Jungius (Biographie von Guhraiier 4850 
p. t97) und neuerlich von Carnot (M^m. sur la relation . . 4t) gefundene 
Relation durch Joachimsthal 1. c. (27) gebracht worden. Eine geometrische 
Ableitung derselben hat Staudt Grelle J. 57 p. 88 gegeben. 
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wenn MM^ , MNj^ mit r,- , rj^ parallel sind. Das 6facfae Tetraeder 
MMi iVjk N wird nun sowohl durch d . MMi . MN]^ sin r^rj^ als auch 
durch MN .MMi, ^^k J^^ö^^i^A; atisgedrückt, wobei r die Gerade 
bedeutet, auf der MN liegt. Daher hat man (3) 

tf sin r^r^^ » JfN sin rr^r^t 

Jf iV cos xr cos 05 r^ cos x rj^ 



dsinr^rj^&iBxyst 



MN cos yr cos yr^ cosyrj^ 
MNcosxr CQ&zTi cos zr/^ 



Unter der Voraussetzung sin xyz » 1 bezeichne man d sin r^rj^ 
durch A,-;fe, und cosflcr^, cosyr,-, cos jsr,- durch o,-, 6,-, c,- . 
Dann ist 



*a 



®*~ a?j 



«* 



y* - Vi &» &Ä 



«* - «< 



c* 



a^ 



ö* 


Xk 




ft* 


Vk 


+ 


Ck 


H 








07^ 

y» 



= a»«* + &i^* + Cin + a^ak + ^6* + YiH 



mithin A^ s Aj^^ A^ ss 0, a,aj -h b^ß^ -h c^/i ss . Hieraus folgt 
nach§. 3, 7*) 



h 



11 



^x 



ßi yx 



Kt 



h 



ß. 



s 



und nach §. 6, 1 



^ '^KxKt " = 



«i ^1 «1 «i ßi n 

a, 6, c, «, /?, y. 



o. 



.2" it ^,1 . . ^,7 ^ 



Z" ± A,, . . Ä-. = — 



»II 



Ol . . ffj 



a, «, 



10^. Wenn man 4 Gerade des Raumes durch a, fr, c, d, und 
Ebenen, die mit den Paaren ad^ hd, cd, 6c, ca, ab parallel sind, 
der Reihe nach durch cc, ßj y^ ax, ßij yi bezeichnet, so folgt aus 
den Gleichungen (4) 



*) BuosGHi Grelle J. 60 p. 38(^. 



216 §. <6, iO. 

sin a 6 sin cd cos;' ^1 s cos ac cos 6d — cos ftc cos ad 
sin 6c sin ad cos aff| » cos ba cos cd — cos ca cos &d 
sin ca sin b d cos/}/9j s cos cb cos ad — cos ab cos cd 

durch Addition 

(I) sin ab sin cd cos yyi + sin 6c sin ad cos o aj 

-I- sin ca sin bd cos /9/9, s o 

weil cos 6a = cosaft u. s. w. Man bestimmt willkürlich für jede 
Ebene die positive Normale und den positiven Sinn u. s. w. Die- 
selbe Gleichung ^ilt für 4 Ebenen a, b, c, d, indem man die Ge- 
raden ad, . r durch a, . . bezeichnet*). In diesem Falle be- 
stimmt man willkürlich die positiven Richtungen der Geraden, 
und demgem^ss durch Drehungen von einerlei Sinn die Flächen- 
winkel, deren Kanten die Geraden sind. 

Die entsprechende Gleichung für 4 Puncte A, B, C, D ist**) 

(U) ÄB.CDcosyy^ + BC. AD cos aa^ + CA. BD cosßß^ = 

wenn durch a, j^, y , «i , A » /i die Geraden bezeichnet werden, 
auf denen AD, BD, CD, BC, CA, ilÄ liegen. Man hat nämlich 
durch Projection 

AB cosy/i = i4Dcosa/ + DB cosßy 
BC cos««, s= BD cos ßa + DC cosya 
CA cos/J/Sj s= CD cos yß + DA cos aß 

Indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit CD, AD, BD 
multiplicirt und summirt, erhält man die angegebene Relation, 
weil Ad = — DA, u. s. w. 

Um den Zusammenhang der Gleichungen (I) und (IIj zu er- 
kennen, bezeichne man die Ebenen , auf welchen die Flächen des 
Tetraeders i4ÄC, ACD ^ CBD , ^ vi /> liegen, der Reihe nach durch 
dyh.ayC, und die Geraden, auf denen die Kanten AB , BC , , , 
liegen^ durch cd, ad,.,. Dann ist auch dem Zeichen nach 
(§. iö, 3) 

eABCD.CA s AB.AC.CA.AD sincd''bds\xibd''bc sindb 

= iABC.ACD sinbd 

und durch Vertauschung 



*) JoACHiMSTHÄL Grelle J. 40 p. 45. 
**) Cabnot m^m. sur la relation qui existe etc. S7, 
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^BADC.BD s ^BAD.BDCsiuca 

Nun ist BADC ^ ABCD, BDC^ CBD, also erhält man durch 
Multiplication, wenn man das Product der Flächen des Tetraeders 
durch p bezeichnet, 

9 AB CD*. CA. BD = 4 p sin ca sinbd 

und daher*) 

9ABCD^ s\n ca sin bd sin a6 sin cd sin &c sin ad 



(III) 



k p 



CA. BD 



AB CD 



BC.AD 



Es kann also von den Gleichungen J) und (II) eine aus der ai. dem 
abgeleitet werden. 

11. Wenn bei den obigen Voraussetzungen (4) der NuUpunct 
der orthogonalen Coordinaten durch 0, die Quadrat - Distanzen 
Ä^Bf^^, OA^^j OB^ durch d^j^j r^, Qy. bezeichnet werden, so ist 

u = Xi^ + Vi* + V Qk = h* + ^k^ + f** 

^ik = (^1 - ^a)* + (Vi - w^ + («» - W* 
und nach §.6,1 



-2'±doo<^n • • = 



< a?« y, 



*0 



n < a?i y^ z, 



* ?• -2fo -21,0 -2f« 

< (»I -2^1 -^Vi -«^i 



folglich 



^ ± d^o . . djs = 

-2'±d., . . d„ = %{ri xys)(Qi SfiC) 

-2* ± do. . . d„ 

4(r4a?y)(p4 f 17) - 4(r4 j/s)(p1 iy fl - 4 (r 4 x x){q ^ Cfl 
-8(ra;yÄ)(4 1 1, - 8(4 xyz){Q^fiC) 



wobei 



(r i xy z) =5 



% ^ X^ J/o Ä« 

r, 4 a?! 1/, «1 



u. s. w. gesetzt ist. 

Wenn man 21 Reihen jedes Systems die eine durch r^ , die andre 
durch Qq dividirt hat, so erhält man bei unendlich grossen Vq , Qq 



*) Brbtsghneider Geometrie §. 677. 
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X, 



y« - ?• - 






'»• 



JL 



1. 



9* 







(^0 



und daher die einfacheren Gleichungen 



(I) 



1 . . 4 

• • • • • 

1 dsi • • <*5» 



(H) 



6 4 . . 4 
4 du . . di4 



• • 



(III) 



4 d„ . . d^ 



4 .4 
4 dj, . dj. 



SS 8 



4 a?, y^ «1 


< fi iJi & 


4 a?4 y^ g^ 


* f. >», f. 



• • 



4 d,, . d. 



•»1 



SS 



=s 288 AiA^A^A^ . 0| B^B^B^ 



» - 4(4ajy)(4fi,) - 4(4aJÄ)(4f f) 
- 4(4y«)(4i,f) 

s — 4 i4, i4,i4, . Bi B, B, cosfiv (4) 



wobei 



(4ajy) = 



4 x^ y. 



u. s. w. 



Wenn die Puncte des zweiten Systems der Reihe nach mit 
den Puncten des ersten Systems, ^jg, t/j^j ^i^, qj^, mit x^, yj^, zj^, 
Tj^ zusammenfallen^ so ist dn^ = dj^ und da s= 0. 

12. Die Gleichung (I) ist unter der Voraussetzung, dass das 
zweite System mit dem ersten zusammenfällt (d,j^ s dj^^ , d^,* = j , 
als Gleichung zwischen den Strecken , welche 5 Puncte des Rau- 
mes unter einander verbinden, von Gatlst 1847 Cambr. math. 
J. 2 p. S68 in der obigen Gestalt und durch Mittel, welche von den 
oben angewandten nicht wesentlich verschieden sind, aufgestellt 
worden. Diese besondere Gleichung kommt in anderer Gestalt bei 
Lagbangb sur les pyr. i 9 vcmt, und ist wiederholt jedoch ohne Über- 
sichtliche Resultate von Cabnot (G^om. de pos. 359, M6m. sur la 
relation qui existe etc. 58] bearbeitet worden. Yermijge derselben 
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24» 



Gleichung ist z. B. (/15 durch die ttbrigen Strecken bestimmt, und 
zwar zweideutig, in Uebereinstimmung mit der Construction, 
durch welche jene Strecke aus den übrigen gefunden wird. 

Die Gleichungen (II) und (III), welche Staudt a.a.O. gegeben 
hat, sind in obifcie Gestalt durch Sylvester Philos Mag. 485^, II 
p. 3 i5 gebracht worden. Dieselben enthalten den von Jingius 
(Biographie von Guhrauer p. 297) undEuLEttNov. Comm. Petrop. 4 
p. 4>8 gegebenen Ausdruck des Tetraedervolums durch die kan- 
ten , sowie den altbekannten Ausdruck der Dreiecksfläche durch 
die Seiten a^ b, c 



- 46 A.A^A^^ = 




1 



i 









4 





9 a h 



a 
b 




c 
b 



a 



c 
b 
a 




Vergl. §.3,4 und §.5,6. Die Gleichung 







4 4 i 

<*ia ^it ^i* 



^14 ^84 d»4 



== 



enthält die Bedingung , unter der die Puncte A^, A2, Ä^, A^ auf 
einer Ebene liegen, und stimmt überein mit der Gleichung zwischen 
den Strecken, welche diese Puncte unter einander verbinden 
(JuNGius und Euler Acta Petrop. 6, I p. 3). 
Unter der Bedingung 



4 4 4 
4 d,, dj3 

• • ■ • 



s 



liegen die Poncte ^4^ , A2J A^ auf einer Geraden. Bei jeder Lage 
der 3 Punkte auf einer Geraden verschwindet ein Divisor dieser 
Determinante (§. 5, 6). 



13. Die ans den Elementen d^j^ gebildeten Determinanten 
können aus den Determinanten abgeleitet werden, deren Elemente 
Producte von zwei Strecken AA^^ BBf^ mit dem Cosinus des Win- 
kels ihrer Geraden sind. Wenn man AB^^ ^^k^j A^B^ durch 
Üqq, doj^; d^Q bezeichnet, so ist (1, III) 
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Daher wird die Determinante mten Grades 



(-«r 









nach Verbindung der ersten Colonne mit den übrigen Colonnen 



* ^^oi - «'•o 



<*•« — <*oo 



i dji — d,, d„ — dl, . 
1 d,j - d,, d„ — d,o . 



4 








doo 


4 


d.i 


d|o 


4 


du 



— d 
-d 



0« 



10 



"JO 



1 d«, — d. 



Sl 



"»• 




4 
4 



do« doi 



dl» d, 



11 



eine Determinante [m + 2)ten Grades. Ebenso wird die Determi- 
nante (m -h 1)ten Grades 



(-2) 



m — V 




4 
4 



11 ^1» 

21 ^«« 





4 
4 



4 4 
4 d„ d,2 
4 dji djj 



4 4 

— 2Cn — ^2Ci2 



eine Determinante desselben Grades durch Verbindung der ersten 
Colonne mit den folgenden Colonnen und der ersten Zeile mit den 
folgenden Zeilen. 

Aus den bewiesenen Sätzen folgt: das Product von zwei 
planen Polygon-Flächen mit dem Cosinus des V^inkels q> ihrer 
Ebenen , sowie das Product von zwei Polyeder- Volumen ist eine 
ganze Function der Quadrate der Strecken, welche die Eckpuncte 
der einen Figur mit denen der andern verbinden (Staubt a.a. 0.). 

Die planen Polygone A^ A^A^^A^, ., B^b^B^B^^ . .^ haben 
die Flächen 



§. 16, U. 



in 



Daher ist ^45^42-^3-^4 • • X A^2^3^4 . . X cpsqp 

= A^A^A^ , B^B^B^ cos(f + A^A^A^ . B^B^B^ cos(p + . . 






1 


4 


4 







4 


4 


4 


4 


du 


d» 


<*,. 




4 


d» 


<»,. 


<».. 


4 


<<n 


d„ 


<!.. 




4 


d„ 


<!.. 


«.. 


1 


<».. 


d„ 


«J« 


r 


4 


du 


<J« 


d« 



Eine mehrseitige Pyramide lässt sich aus Tetraedern zusam- 
mensetzen , ein Polyeder aus Pyramiden, die einen Eckpunct des 
Polyeders zur gemeinschaftlichen Spitze haben und deren Basen 
die Flächen des Polyeders sind. Vergl. des Verf. Elem. d. Math. 
Stereometrie §. 8. Demnach kann das Product der Volume von 
zwei Polyedern als Summe von Producten aus jedesmal zwei Te- 
traedern, mithin als Summe von Determinanten 5ten Grades der 
angegebenen Art dargestellt werden. 

14. Wenn die Puncte i4i , ^42 , . . auf einer gegebenen Kugel 
um das Centrum By und die Puncte B^^ B2, .. auf einer gegebenen 
Kugel um das Centrum A liegen, so ist 

AiB^ + ABi* - ^Ä« = p 

eine gegebene Grösse, und 

ein Ausdruck von 4 Gliedern, so dass man nach §. 6, \ 

findet fttr 2mal 5 Puncte je einer Kugel. U. s. w. Auch kann 
man sich der Substitution 



- 2 Cik = dik - p 



bedienen und erhält 



(-2) 



m 









4 
4 



P P 
d^^ d 



•21 



12 



•2« 



du d 



12 



du ^22 



+ P 





4 



4 4 
du du 



•21 



•22 
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(II) 



(im 





• • 


• • 


+ P 



4 


1 


. . 4 

• • <*14 




<*« • 


. d^^ 




• 

4 


• 


• • • 






■ 

+ P 


4 


• 
• 


4 


+ t-S" 


<*.. 


. d,. 




• • 

4 d„ 


9 
9 


• 





für Smal 4 und Smal 3 Puncte je einer Kugel. Also ist (i1) 

und wenn bei zwei Dreiecken einer Ebene die Centren der um- 
geschriebenen Kreise durch B und A bezeichnet werden, 

-2* ± d,| . d„ = p . A^A^A^ . BiBjB, 

Wenn man durch S einen gemeinschaftlichen Punct der bei- 
den Kugeln oder Kreise bezeichnet^ so hat man 

p « i45* + jB5* - i4B* « %AS , BScosu) 

wobei w den Winkel der Geraden AS, BS d, i. den Winkel der 
beiden Kugeln oder der beiden auf einer Ebene liegenden Kreise 
bedeutet. Man erkennt hieraus, dass die Determinante ^ ± d^ . . «^44 , 
deren Elemente die Quadrate der Strecken sind, welche 4 Puncte 
mit 4 andern Puncten verbinden, dem Product der beiden Tetra- 
edervolume proportional ist, und übrigens nur von der Grösse 
und dem Abstand der umgeschriebenen Kugeln abhängt. Sie ist 
null , wenn die beiden Kugeln sich rechtwinkelig schneiden, und 
insbesondere auch dann , wenn die 4 Puncte des einen Systems 
auf einem Kreise liegen. 

Die Determinante S'^d^i . , d^isi die erste unter den Sub- 
determinanten 4ten Grades, welche zu dem System der 25 Ele- 
mente 

4 . . 4 

4 d„ . . di4 



»41 



'44 



*) Siebeck Grelle J. 62 p. 454. 



§. 46, 45. 



S83 



gehören. Die llbrigen Subdetermiaanten desselben Grades kOn- 
Ben aus jener abgeleitet werden ; man findet sc. B. 



< rf„ dl, d,4 



4 ^4« <'4» <*44 



■■-■ %S^ AiA^A^A^ . BB^-B^B^ 



weil bei der Vereinigung des Punctes l^i mit dem Centrum B 



AB* + Bii« - i4B» « d„ 



»11 



*»i 



•41 



Beim Zusammenfallen der beiden Systeme ist d^,- = dn^, 
d^^ = 0, p = iAA^^y und man erhält ausser der Gleichung zwi- 
schen den Strecken, welche 5 Puncte einer Kugel unter einander 
verbinden (Gatlet Gambr. math. J. 2 p. 268) , die oben (8) be- 
wiesenen Gleichungen. 

15. Wenn die sphärischen Dreiecke AiA2A^y ^1^2 ^3 ^^^ 
einer Kugel liegen, deren Radius eine Längeneinheit ist, und die 
Puncte A^ , B^ im Centrom dieser Kugei vereint sind, so ist 

-2'±dn • . d,^ + 288 p . A^A^A^O . B^B^B^O = (U) 
d^^ = 0, d,^ = d,^ = dg^ = d„ = d^2 = d^, = 4 

und übrigens 
Nun ist 



^±d„ ..d,, = 



»11 



4 

1 COS ji, Mx 
4 C08i4,fi, 
4 cos il, 1^1 



4 

4 S<-3 CQSj^a, . . 

4 a — 8 008i4,B, . . 

4 2— a C0Bil,Bi . . 

und Z^A^A^A^O . B^B^B^O = siuiliilj^ sin^iÄjÄs (3) 

cos i4j jBj cos ii, jB, COS >4| jB, 
COS i4, B, cos ^4, jB, cos ^4 , B, 
006ii,Bi coSi4,B, coSil,B, 



folglich durch Addition ''^) 



2p 
4 
4 
4 



4 
COS A^ B, 

C08il,B, 

C0Si4,B| 



4 
«oftJjB, 
coSil^B, 
C0Si4,B, 



4 
cos i4,B, 

C06ii,B, 

cos i4,B, 



= 



*) SiiBECE a. a. 0. 
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Um die GrOsse p sphärisch auszudrücken , braucht man die 
sphärischen Centren P und Q der Kreise AiA2A^ und ^t^2^3- 
Die Geraden OP, OQ enthalten die Centren B^ A der Kugeln 
A^A^A^^O, B^B^B^O und sind Diameter, also ist cosPl^ der Cosi- 
nus des von den Geraden AOy BO gebildeten Winkels, mithin 

p a Silo . BOcosPQ, 2p SS OP . OQcobPQ 

Nun ist OP cos Pill = 0^4^ = 1, OQcosQB^ = OB^ = 1, 
folglich 

cosPÄ^ cos QB^ 

Wenn die Kreise ^41^42^43 und ^]^2^3 ^^ ^ ^^^^^ schneiden, so hat 
man 

cos PQ s= cos PR cos RQ -^ sin PA sin AQ cos QRP 
2p = 4 ^ iaagPR lang RQ cos QRP 

Bei rechtwinkelig sich schneidenden Kreisen ist 2/? » 1. 

Weitere Untersuchungen auf diesem durch Cayley und 
Joachimsthal eröffneten Gebiet haben Kronegker Crelle J. 7äl 
p. 152, Bauer Münchener Acad. 1873 p. 345, Darboux Ann. de 
r^c. normale 1872 p. 323, Frobenius Crelle J. 79 p. 1^5 gegeben. 

§. 17. Polygonometrische und polyedrometrische Relationen. 

. 1. Wenn die Seiten AB, BCj . . , MN, NA eines beliebigen 
Polygons nach willkürlicher Festsetzung der positiven Bichtungen 
der Geraden , auf denen sie liegen , die Werthe % , »2 , . . , a„ 
haben, und coSp,- den Cosinus des Winkels bedeutet, welchen die 
Gerade der tten Seite mit einer beliebigen Geraden bildet, so ist*) 

Ol coSp, + a, cos^j + . . + a^ coSp^ s= o 

Sind nämlich ^4^, Äj, . . die orthogonalen Projectionen von A, B, . . 
auf eine beliebige Gerade, so hat man 

unter der Voraussetzung, dass A^B^^ sa — B^A^j u. s. w. Nun 
ist allgemein A^B^ ss AB coSpi , wie auch die Bichtung der posi- 

*) Lexell Nov. Comm. Pelrop. 19 p. 487. L'Huilier polygonom^tpie 
p. 20. Carnot g^om. de pos. 254. 
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tiven Strecken auf den Geraden, deren Strecken AB und A^^B^ 
sind, angenommen werde , weil bei Yertauschung einer Richtung 
mit der entgegengesetzten zwei der Grössen AiB^j AB, coSpj das 
Zeichen wechseln. Durch Substitution der Werthe von A^ B^ , 
B^Ci, . . findet man die angegebene Fundamentalgleichung der 
Polygonometrie. 

Wenn umgekehrt «i , «2 » • • > öt„ Strecken von gegebener Rich- 
tung und Grösse sind, und cos^,- den Cosinus des Winkels bedeu- 
tet, welchen die Gerade, auf welcher die «te Strecke liegt, mit 
einer beliebigen Geraden bildet, und die Summe 

S =r Ol coSpi + a, coSpj + . . + a„ coSp» 

ff 

verschwindet, wie auch die willkürliche Gerade angenommen 
werde, so erhält man ein geschlossenes Polygon, wenn man nach 
willkürlicher Anordnung der Strecken, ohne deren Richtungen zu 
verändern, mit dem Ende der ersten den Anfang der zweiten, 
mit dem Ende der zweiten den Anfang der dritten u. s. f. vereint. 
Gesetzt, das Ende der letzten Strecke fiele mit dem Anfang der 
ersten nicht zusammen , so würde die Summe S im Allgemeinen 
nicht verschwinden, was der Voraussetzung widerstreitet. 

2. Der Inhalt eines planen Dreiecks ist unzweideutig be- 
stimmt, wenn nicht nur der Sinn , in welchem sein Perimeter zu 
durchlaufen ist, sondern auch die positive Richtung der Normalen 
seiner Ebene nebst dem positiven Sinn der Ebene gegeben ist. 
Der Beurtheiler stelle sich so auf die Ebene, dass ihm die positive 
Richtung der Normalen aufwärts gehend erscheint; je nachdem 
nun die durch die Ordnung der Eckpuncte gegebene Drehung mit 
der Drehung, durch welche positive Winkel und Flächen beschrie- 
ben werden , einerlei Sinnes ist oder nicht , wird der Inhalt als 
positiv oder negativ bezeichnet. In gleicher Weise ist zur unzwei- 
deutigen Bestimmung des Inhalts jedes planen Polygons der Sinn 
seines Perimeters erforderlich. 

Bei einer Fläche eines gegebenen Polyeders kann der Sinn 
ihres Perimeters willkürlich bestimmt werden. Bei jeder mit 
dieser Fläche durch eine gemeinschaftliche Kante MN verbundenen 
Fläche des Polyeders wird der Sinn des Perimeters so angenom- 
men, dass die vereinigten Theile der beiden Perimeter einander 
entgegengesetzt sind^ also der eine duröh MN, der andre durch 

Baltzer, Beterm. 4. Aufl. 45 
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iVlf ausgedrückt wird'^^j. Wenn z. B. eine Fläcbe des Tetraeders 
AB CD durch ABC ausgedrückt wird, so sind die übrigen Flächen 
durch CSD, BAD, ACD auszudrücken. \siABCD eine Fläche 
eines Hexaeders, so sind DCCD' , CBffC, BAAÜ , ADffA\ 
DX'ffA' die übrigen Flächen. U. s. w. 

Wenn nun die in der angegebenen Weise ausgedrückten 
Flächen eines Polyeders nach willkürlicher Festsetzung der posi- 
tiven Richtung der Normalen und des positiven Sinnes eiqer jeden 
Ebene die Werlhe cr| , ^2; > • ; ^n haben, und wenn durch cos^- 
der Cosinus des Winkels bezeichnet wird, welchen die Ebene der 
iten Fläche mit einer beliebig hinzugefügten Ebene bildet, so ist**) 

Beweis. Man bezeichne die Normalprojectionen der Eck- 
puncte vi, jß, C^ . . auf die beliebig angenommene Ebene durch 
^1 > ^1 1 Q > • • • ^i^ Summe 2 der Projectionen der Polyeder- 
flachen besteht aus der Summe aller Dreiecke , welche einen be- 
liebigen Punct der Projectionsebene zur gemeinschaftlichen Spitze 
haben, und deren Basen die Seiten der durch Projection der Poly- 
ederfljichen entstandenen Polygone sind. Die Summe dieser Drei- 
ecke enthält aber zu jedem Dreieck OM^Ni auch das entgegenge- 
setzte ONyMxy folglich verschwindet sie und mit ihr die Summe 
2, Nun ist die Projection der eten Fläche 

FiGjÄ, . . » FGH , . cosp,- 
also verschwindet die Summe a^ coSpi H- «2 coSp2 -•-••• 

Zngati. Construirt man auf den Normalen der Flächen des 
Polyeders je eine Strecke O] , 02 , . . , a^i proportional den Werthen 
ai , a2 ) • • 9 <^n d^r Flächen , zu denen die Normalen gehören , so 
ist zufolge der bewiesenen Gleichung auch 

ö, cospi + a, coSp, + . . + a„ coSp„ = 
wo nun unter coSp|- der Cosinus des Winkels verstanden werden 



*) Dieses Princip ist von Möbiüs Statik §. 55 angedeutet, in den Leipziger 
Berichten 1865 p 31 als »Gesetz der Kauten« aufgestellt worden. Verg4. des 
Verf. Elem. d Math. Stereom. §. 8, 16. 

**) L'HüiLiER thöor^raes de polyedr. 1799 (Mäm. prösentös ä l'Inst. 1. 
1805 p. 264). Carnot 1. c. Die Voraussetzungen, Unter welchen die Glei- 
chung giUlig ist, werden in diesen Schriften nicht genau angegeben. 
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kanD, den die Gerade, auf der die Sirecke a,- liegt, mit der Nor- 
male einer beliebigen Ebene ^ d* b. mit einer beliebigen Geraden 
bildet. Daher erhält man (4j ein geschlossenes Polygon, wenn 
man, ohne die Richtungen der Strecken Oj , 02 , . . , a„ zu verän- 
dern , mit dem Ende der ersten Strecke den Anfang der zweiten, 
dann mit dem Ende der zweiten den Anfang der dritten u. s. f. 
vereint. Es giebt also für jedes Polyeder ein zugehöriges Po- 
lygon, dessen Seiten und Winkel den Flächen und Flächen- 
winkeln des Polyeders gleich sind, so dass jede polygonometrische 
Gleichung zwischen den Seiten und Winkeln des Polygons eine 
polyedroin^trische Gleichung zwischen den Flächen und Flächen- 
winkeln des Polyeders ist. 

3. Indem man die beliebige Gerade (Ebene) der Reihe nach 
mit den einzelnen Geraden ( Ebenen) der Polygonseiten (Polyeder- 
flachen) vereinigt, erhält man das System von homogenen linearen 
Gleichungen (4) 

tti cos„ + ttj coSij + . . + a„ cos,„ = 



a, cos ni + «2 cos »2 + . . + ö» ^Q^nn == ^ 

worin cos^-,- = 4 , coSj^^ = cos ^j^ ist. Das System 

cos 11 . . COSj,, 

• • * • 

hat die Eigenthümlichkeit; dass alle seine Subdeterminanten 4ten 
und höhern Grades zufolge des §.46, 2 bewiesenen Satzes null 
sind. Man kann also aus dem obigen System für n = '^ die Pro- 
portion der Seiten eines gradlinigen Dreiecks , für n = 4 die Pro- 
portion der Seiten eines unebenen geradlinigen Vierecks und der 
Flächen eines Tetraeders goniometrisch ausdrücken. Dagegen 
bleibt die Proportion der Seiten eines andern Polygons und der 
Flächen eines Polyeders unbestimmt. 

Wenn die Seiten des Vierecks OPQR auf den Geraden 
cc, y, j8, r liegen, so hat man ausser der Gleichung 

OP cospx + PQ cospy + QR cospz + RO cospr = 

■die 4 besondem Gleichungen , welche durch das Zusammenfallen 
von p mit x, y^ z^ r sich ergeben, 

45* 
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OP cos XX + PQ cos xy + QRcoixz + ROcosxr « o 
OPcosyx + PQcosyy + QRcosyx + ÄOcosyr ss 
OPcoszx + PQcosji!/ + QRcoszz + AOcosjir s 
OPcosrx + P0cosrf/ -i- QRcosrz + ÄOcosrr = 

Aus diesem System folgt nach Multipltcation mit OP, PQ, QR, 
—HO durch Addition die Gleichung, welche eine Seite durch die 
übrigen Seiten und deren Winkel bestimmt. Zufolge desselben 
Systems verhalten sich OP^ PQ y QR, RO zu einander, wie die Ad- 
juncten einer Zeile des Systems der Coefficienten (§. 8, 3) 

cosxo; coaxy cosxz cosxr 

cosyx cosyy cosyz cosyr 

coszx coszy cos zz cx>szr 

cosrx cos ry cos rz cos rr 

Nun ist (§. 46, 3) 



cosxy cosxz cosxr 
cosyy C03 yz cosyr 
cos ZI/ cos zz cos^sr 



s siü xyz sinyzr 



u. s. w. Daher folgt*) 

OP : PQ : QR : RO » siüyzr : sinzxr : sinxyr : — sinxyz 

und die Fundamentalgleichung der räumlichen Goniometrie 
sinv^^ cospx + sinzxr cospy + sinxyr cos|>;i s sinxyz cospr 

4. Die Distanzen einer Geraden von 3 Puncten derselben 
Ebene, so wie die Distanzen einer Ebene von 4 Puncten sind nicht 
unabhängig von einander, sondern durch eine Gleichung verbun- 
den. Wenn von der Ebene, welche die durch den Nullpunct 
gehende Gerade n in N normal schneidet , die gegebenen Puncte 
Ay Bj C, D (cci, yi, js^ ; 3^2 , ^2 > ^2 ? • •) ^^^ Distanzen ifj, M2,M^, M4, 
haben, so findet man durch orthogonale Projection von NA, NB, . . 
auf n 

Jlf, = NO + X| cosxn + i/j cosyn + z^ coszn 
M^ = NO + x^ cosxn + y^ cosyn + z^ cos jsn 



*) Andere Ausdrücke dieser Proportion enthält der Aufsatz des Verf. 
Grelle J. 46 p. 450. Der gleichlautende tetraedrometrische Satz von den 
Flächen eines Tetraeders ist bekannt. Vergl. oben §. 46, 6. 
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4 lineare Gleichungen für NO^ cosxn, cosyn, cos zn. Nun sind 
cosirn, cosyn, cos jsn durch eine Gleichung verbunden (§. 46, 2), 
folglich auch üfj, i/2, M^, M^, In der Auflösung (§. 8, 4) 



1 x^ y^ z^ 



1 x^ y^ %, 



cosa;n » 



\ M^ y, js, 



i Af* y* «4 



hat cosccn den Coefficienten ßABCD : sinccyjz (§.15, 6). Das 
Element Mi hat die Adjuncte 



4 1/4 «4 



sinyz 



wenn ff CD' die Projection von -ßCD auf yjs durch Parallelen der- 
X ist. Bezeichnet man durch Ä^, Ä2 , ^3 , ^4 die Höhen des Tetra- 
eders, so ist (§. 45, 4) 

B'C'D' Qosxx' = BCDcosxh^ 
sint/s cosajo?' =r s'mxyz 'iBCD.\ = 6 AB CD 

daher die gesuchte Adjuncte 

^ABCD cosajÄi 

u. s. w. Die für cosi»n sich ergebende Gleichung 



^1 
cosxn + •— cos 07^1 + 



^2 ^ ^z 



cosxh^ 






COSXh^ sss 



nebst den entsprechenden Gleichungen für cos t/n, cosjsn giebt zu 
erkennen , dass die Strecken 4 der Richtung n^ M^: h^ der Rich- 
tung h^^ Ml' h^ der Richtung h^^ u. s. w. mit den Seiten eines 
Fünfecks parallel und gleich sind (4). DieS! analogen planime- 
trischen Gleichungen zeigen an, dass die Strecken —4 der Rich- 
tung n^ Mx : hl der Richtung A^, u. s. w. mit den Seiten eines 
Vierecks parallel und gleich sind. Demnach ist (3j 



die gesuchte Gleichung*). 






12 



= \ 



*) Die planimetrische Gleichung ist von Salmon plane curves 4852 
p. 10, die stereometriscbe von Kronegker Grelle J. 7^ p. 164 auf andern 
Wegen entwickelt worden. 
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5. Die Beziehung zwischen 4 Puncten eines Kreises A, B , 
C, D kann durch die Eigenschaften der Winkel ^ Sirecken, Fla- 
chen, welche durch die betrachteten Puncte bestimmt sind, ange- 
geben werden. Nach dem in EucLmEs' Elementen enthaltenen 
Theorem ist die Winkeldifferenz AGB — ADB entweder oder 
480®, mithin allgemein*) 

(I) ^iACB- ADB) = 

wenn die genannten Puncte auf einem Kreise liegen und Winkd 
von gleichen Zeichen durch Drehungen von einerlei Sinn beschrie- 
ben werden. Der Winkel 360® ist gleichbedeutend mit 0. 

Nach dem Theorem des Ptolemäus (Almagest I, 9) ist femer 

(11) y^p + 1^9 + Kr = 

wenn die Producte aus den Quadraten der gegenüberliegenden 
Strecken, welche 4 Kreispuncle i4, Ä, C, Z> verbinden, durch 
p, q, r bezeichnet werden. Indem man die Norm des irrationalen 
Trinomium = setzt, findet man die rationale Gleichung zwischen 
den Quadraten der Strecken, welche durch die genannten Puncte 
bestimmt sind^ Eine der letztern analoge Gleichung gid[)t es für 
die Quadrate der Strecken, welche 5 Puncto einer Kugel ver- 
binden. 

Endlich kennt man Relationen zwischen 4 Puncten eines 
Kreises oder 5 Puncten einer Kugel und einem beliebigen andern 
Puncte, wovon die letztere in einem Theorem Fbubrbagh's (Unter- 
suchung der dreieckigen Pyramide p. 15) enthalten ist, welches 
Caylet (Cambr. math. J. II p. SI68) und Lughterhandt (Grelle 
J. 23 p. 375) reproducirt haben. Dieselben Relationen hat Möihus 
(Grelle J. 26 p. 26) aus barycentrischen Principien abgeleitet. 
Gatley's Verfahren, das auf dem Gebrauch der Determinanten be- 
ruht, ist folgendes. 

Die Puncte A^ B^ C, D eines Kreises seien in Rezug auf ein 
System orthogonaler Axen, dessen Anfang ist^ durch die Coordi- 
naten oCj y; x^, yi;x2y y^'y cc-^jy^ gegeben Hanhtt, wie bekannt; 

cc* + y* ^ a -^ bx + cy 



a?,' + y,' « a + bx^ + cy. 



*) MdBivs Kreisverwandtschaft §. 14. 
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folglich (§. 8, 2) 



(lll) 






X 



X, 



y 



a^a' + Vt"" ^ ^z Vt 



= 



Die Entwickelung dieser Determinante nach den Elementen der 
ersten Colonne mit Rücksicht auf §. 45, 5 giebt: 

OA^ . BCD - OÄ» . CDA + OC* . DAB - OD' . ABC = 

Wenn man OP normal zur Kreisebene construirt und die Identität 

(§.45,5) • 

QP*{BCD - CDA + DAB - ABC) = 

ZU der vorigen Gleichung addirt, so kommt 

(IV) PA* . BCD - PB* . CDA + PC* . DAB - PD* . i4BC = 

worin P irgend einen Punct des Raumes bedeutet. Insbesondere 
ist, wenn P mit D zusammenfällt, 

DA* . BCD + DB* . Ci4/) + DC . ABD = 

In gleicher Weise seien die Puncte A, B^ Cy i>, E einer 
Kugel in Bezug auf ein System orthogonaler Axen durch die Coor- 
dinaten x, ^^ ;:; u. s. w. gegeben. Aus den Gleichungen 

X* 4- 1/* + «' ^ a •¥ hx -¥ cy + da 



^4* + y* + ^4* =» Ä 4- 6a?4 + cy^ + ^«4 



folgt 



(V) 



X* -¥ y* -¥ %* \ X y z 



= 



«4' + 1/4' + «4' ^ ^4 V4 »4 

Die Entwickelung dieser Determinante giebt (§. 45, 6) 

(VI) OA* . BCDE + OB* . CDEA + OC . Z)J?^B 

+ OD* . ^.4äC + OE* . ABCD = 

worin irgend einen Punct des Raumes bezeichnet. Nach den in 
§. 4 5, 7 angenommenen Bezeichnungen hat man 

fi. OE* -^ f4^. OA* + fi, . OB* -^ fi^.OC^ -^ fi^,OD* = 

d. h. wenn thi f^j f^zj f^i ^1^ coordinirten Goefficienten von E in 
Bezug auf die Pyramide ABCD sind , so ist für alle Puncte auf 
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einer um das Gentrum E beschriebenen Kugel fj,^ .OA^-^ ^2- ^^^ 
+ ^ . OC^ 4- /<4 . OD^ constant (Feusrbagh) . Insbesondere ist 

AB* , CDEA + AC* . DEAB + AD^ . EABC + AE* . ABCD = 
/4 . DE* + ^, . /)^* + |U, . DA» + |M, . DC = 

Wenn man die Determinanten (III) und (V) bezüglich mit 

4 X* -¥ y* — 8a? — 8|/ 

• • • » 

• • • • • » 

< a;«' + ^4* + V - '^4 — 2^4 -2 «4 

multiplicirt, so findet man 5 ± doo • • ^33 ^^^ ^ it doo • • ^44 (§• ^> 3) > 
wobei im ersten Falle 

d„ = «» + y* + ic» + !/* - 2 a;' - 2 y* =0 
d„ « X« + y« + a;,» + Vi» - 2ajaJi - 2 vy, = iäÄ'' 
d., = a;* + t/' + a?,' + Va' - 2 a?a?, - 2 yy, = AC 

u. s.w., im zweiten Falle 

doo = aj* + 2/« + a* + a;« + s/' + z* - 2 aj'-« - 2 y« - 2 5f* =0 
d^j s a;» + y' -•- a* + aj," + y^ + V - 2a;a;i - 2 yj/j - 2 «js^ = ^Ä* 

u. s. w. Daher ist die oben erwähnte Gleichung zwischen den 
Strecken ; welche 4 Puncte eines Kreises verbinden^ folgende 
(Caylby) : 



(VII) 



"Ol 



•l« 



»•Ol »»o« 

d 

do4 d„ 

<*0» ^\% ^2i Ö 



»0» 



«8 



= 



worin d,fc das Quadrat der Strecke vom eten bis zum Alen Puncte 
bedeutet. 

Die analoge Gleichung zwischen den Strecken, welche 5 
Puncte einer Kugel verbinden, lautet (Cayley) : 



(VUI) 






d« 


<«« 


<*.. 


<*« 


d,r 





d» 


<*.. 


du 


d„ 


<*., 





d„ 


d„ 


d,. 


<».. 


d„ 





<».« 


d« 


du 


<«.« 


«1.4 






= 



Yergl. oben §. 16, M und 14. 
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6. Die gefundenen Relationen (III) bis (VIII) gelten für Puncte 
einer Linie oder Fläche 2ter Ordnung mit endlichen Hauptaxen, 
wenn man jede Strecke nach dem parallelen halben Diameter 
misst*). 

Beweis. Man bezeichne durch den Anfang der mit den 
Hauptaxen parallelen Goordinaten, durch Xy—x, Vi^V^ z^-^z 
und t^u,v die Normalprojectionen der Strecke AB und des mit 
AB parallel gezogenen halben Diameter J/iV der Fläche auf die 
Hauptaxen derselben. Dann ist wegen der Aehnlichkeit der 
Figuren 

Nun sind t, u, v durch die Gleichung 

verbunden, folglich 

AB* 

Wenn nun der Punct x, y^ z auf der Fläche 2ter Ordnung liegt 
so hat man 

oaj* + by* + cz* = a' + b'x + c'y + d'z 

u. s. w. , wie oben, während an die Stelle von OA, OBj AB^ . . 
deren Verhältnisse zu den halben Diametern der Fläche treten, die 
mit den Strecken parallel sind. 

7. Ein Kegelschnitt zweiten Grades ist durch einen seiner 
Brennpuncte und 3 andere Puncte A, B, C bestimmt; daher 
müssen 4 Puncte eines Kegelschnitts und ein Brennpunct dessel- 
ben eine gewisse Relation haben. Die Rotationsfläche zweiten . 
Grades, welche durch Rotation eines Kegelschnitts um seine 
Hauptaxe entsteht, ist durch einen ihrer Brennpuncte und 4 
andere Puncte A, B , C, D bestimmt, so dass eine Relation zwi- 
schen 5 Puncten einer solchen Fläche und einem ihrer Brenn- 
puncte bestehen muss. Diese Relationen sind von Möbils (Grelle 
J. 26 p. 59) angegeben und bewiesen worden. 



*) Die Geltung der obigen Sätze für Ellipse und Ellipsoid hat Brioschi 
Grelle J. 50 p. 236 bemerkt. 
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Man kann dieselben aus dem bekantiten Satoe abieilen, dass 
der Radius Yector OA^sr eines Kegelschnitts oder einer Rotations- 
fläche der angegebenen Art eine lineare Function der Goordinaten 
X, y oder Xj y, z des Punctes A in Bezug auf beliebige Axen ist. 
Sind x^ , yi oder o^i , «/^ , z\ die Goordinaten von B u. s. w. , so 
hat man 



r = a -k- bx + cy 



r sz a -^ bx -^.cy •\- dz 



Tg = a + 6373 + cy. 



r^ = a -^^ hx^ + cy^ + dz^ 



folglich (§. 8, 2) 



r 


4 


X 


y 


n 


4 


a?i 


Vi 


^2 


1 


x^ 


y^ 


*•» 


1 


x^ 


Vs 



= 



r \ X y z 

n -• Xx yx «I 

r, 1 ic, y, ij, 

d. h. (§. 15, 5. 6) 

OA.BCD - OB. CDA + OC.DAB - OD, ABC = 

Oi4 . BCZ)£ + OB . CDEA + OC. DEi4B 

+ OD.EABC + OE.ABCD =x 

Wenn i4, Ä, C, /> auf der Rotationsfläche und zugleich auf 
einer durch gehenden Ebene liegen , so ist ABCD = und 

BCDE : - CDAE : DABE : - ABCE 
= BCD : - CDA: DAB : - ABC 

folglich 

OA . BCD - OB . CDA + OC.DAB -^ OD. ABC = 

d. h. die Rotationsfläche wird von einer durch einen ihrer Brenn- 
puncte gelegten Ebene in einer Linie zweiten Grades geschnitten, 
• für welche jener Punct ein Brennpunct ist (Möbius a. a. 0.). 

8. Die einfachste Relation zwischen 5 Puncten des Raumes, 
Af B, C, D, E, deren Goordinaten in Bezug auf 3 beliebige Axen 
^1 » yi 7 ^1 J ^ ) ^2 ) ^2 u. s. w. sind, findet man, indem man die 
Identität (§. 2, 3) 

1 4 



aj. 



a?. 



yx 

!/2 



1/6 



= 



§. 47, 8. 



855 



nach den Elementen der ersten Colonne entwickelt und die ge~ 
fundenen Determinanten Uen Grades nach §. 15, 6 deutet, 



(I) 



BCDE -k-XDEA + DEAB + EABC + ABCD = 



vergl. §. 15, 7. Wenn man die Volume der einzelnen Tetraeder 
durch ihre Kanten ausdrückt (§. 46, 42) , so erhält man eine irra- 
tionale Gleichung, deren rechte Seite Null ist und deren linke 
Seite die Summe der Quadratwurzeln von 5 Determinanten 5ten 
Grades ist. Um diese Gleichung zu rationalisiren , hat man die 
Norm der linken Seite gleich Null zu setzen, d. h. das Product 
aus den 4 6 Werthen , welche die linke Seite vermöge der Zwei- 
deutigkeit von 4 unter jenen Quadratwurzeln annehmen kann*). 
Die Norm der linken Seite besitzt aber einen rationalen Divisor, 
zu dessen Auffindung es genügt, die Gleichung (I) mit einem ihrer 
Glieder zu multiplicii^en, weil das Product aus zwei Tetraedern 
eine rationale Function von den Quadraten der Strecken ist, 
welche die Eckpuncte des einen Tetraeders mit denen des andern 
Tetraeders verbinden (§. 46, 12). 

Dieser Divisor der rationalisirten Gleichung ist die in §. 16, 
12 nach Catlet a. a. 0. gegebene Gleichung 



(") 






4 


1 


1 


1 


1 







d,. 


d„ 


d,4 


d 




di2 





d„ 


d« 


d. 




du 


d« 





^34 


d, 




^M 


d« 


ds4 





d 




du 


d.. 


d,s 


^45 






1» 



2& 



86 



4» 



=S 



für die Quadrate der Strecken , welche 5 Punete des Raumes ver«* 
binden. 

Diese Determinante nach den Elementen der ersten Zeile ent- 
wickelt giebt 

« 

wenn tnan durch rf,-^ die Adjuncte des Elements d^^ bezeichnet. 
Nun ist dj^( = dij^, Sik^^du^kk (§• ^i ^ ^^^ ^)> folglich bei einer 
bestimmten Auswahl der Zeichen 



*) Vergl. STLVEsrtK Cambr. and Dobl. math. J. 4853 Mai. 
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womit nach §. 16, 12 die Gleichung (Ij übereinstimmt. 

Analoge Bemerkungen sind über die Relationen zwischen 4 
Puncten einer Ebene , 3 Puncten einer Geraden zu machen. Es ist 
die Gleichung 






4 


4 


i 


4 


4 





^. 


*'.. 


rfu 


1 


d» 


• 


d,. 


<*2« 


4 


tf.. 


d,. 





d,4 


i 


du 


d,, 


d»* 






oder bei gehöriger Zeichenbestimmung 

Übereinstimmend mit BCD^ CDA -^DAB — ABC=sO d. l 



und die Gleichung 



4 


4 


X, 


Vi 


1 


4 


^2 


Vi 


4 


4 


rr. 


y» 


4 


4 


X, 


y* 








4 


4 


4 


4 


d,. 


dl. 


4 


rf|. 





d«. 


4 


rf|. 


d« 






= 



= 



11 



+ V^ + 1/^3. = 



übereinstimmend mit i45 4- 5C -i- 0^4 = d. i. 



4 
4 



X, 



Xa 



X, 



= 



Diese Gleichungen ergeben sich auch aus 5^ VII und VIII. 
Wenn nämlich von 5 Puncten einer Kugel einer unendlich fern ist, 
so ist z. B. 



d 



Ol 



*•! 



__ ^9% _ ^W __ <^04 _ ^ 



*01 



»Ql 



»•I 



und die übrigen 4 Puncte liegen auf einer Ebene. Und wenn von 
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4 Puncten eines Kreises einer unendlich fern ist, so liegen die 
übrigen 3 Puncte auf einer Geraden. 

9. Wenn der Kreis K den Radius r und sein Centrum die 
rechtwinkeligen Coordinaten a, 6 hat, wenn der Kreis K^ den 
Radius r^ und das Centnnn a,, 6,- hat, wenn man 

d. i. die Potenz des Punctes a, 6 in Bezug auf den um das Cen- 
trum a^-, 6,- mit dem Radius r-^r^ beschriebenen Kreis, und 
analog 

setzt : so werden die Kreise ATj , Ä2 , A3 von dem Kreis K berührt 
unter den Bedingungen Si = , S2 = , «3 = , deren Differen- 
zen 2 lineare Gleichungen für a, 6, r geben. Dazu ist*) 



a^a^ 



a — a.. 






r — r. 



r^r„ 



a-^a^ 0-0, r — r. 



= S 



eine gegebene Fitnction von a, b^ r, weil (§. 6, 3j 



S' = 



a^a. 



a^a. 



a-^a. 



b^b^ 
6-Ö, 



r — r. 



r^r„ 



r^r. 



-(a 
-(a 



e 


i«i2 


i«u 


i«2i 





i«2. 


ihx 


i*S2 






^ T*12*I8*2S 



-(6-6,) 

-(fr-ft.) 
- (ö - 6,) 



r — r. 



r — n 



r — r. 



von gegebener Grösse ist. Die Gleichung für r allein wird ge- 
funden , indem man 



= s 



i 








a — ai 

a — a 



2 





6 — 6. 
6-6, 





r — Vn 



1 



a-^a^ b ^b^ r — fs 
mit der doppelten Flache des Dreiecks der gegebenen Centren 



') Mertens brien. Mittheilung 1872 April. Grelle J. 77 p. U2. 



238 



§. <7, 9. 



fr, 
fr. 

fra 




4 
1 
4 







a 

a 
a 



6,-6 
6,-6 



r 
r 
r 



— r. 



— r. 



— r. 



inulti[Hicirt , nämlich 



ST = 



— r-i-r. 



— r 



-r-^r^ 



4 



i « 



4 




4 




= - Jf r + iV 



Jeder Comhination der Zeichen von )\ , r2 , r3 (und der ent- 
gegengesetzten Zeichen) entsprechen 2 entgegengesetzt gleiche 
Werthe von S, mithin 2 verschiedene Werthe von r . Für mehr 
Dimensionen wird die entsprechende Aufgabe durch dasselbe Ver- 
fahren gelöst. 

10. Lagrangb (sur les pyr. 17) hat das grdsste Tetraeder 
untersucht, dessen Flachen gegebene Inhalte besitzen. Nach der 
in §. 46, 6 angenommenen Bezeichnung hat man 

und nach einer von Lagiange sur les pyr. \% aufgestellten tetra- 
edrometrischen Gleichung (s. des Verf. Elem. d. Math., Trigono- 
metrie §.6,5) 

Also sind y^ , ^22 7 /aa und s = ^23 + yai -•- ^12 gegebene Grössen 
und F* = 2±yiiy227's:\ eine Function von 3 durch eine Gleichung 
verbundenen Variablen, die ein Maximum werden kann unter den 
Bedingungen 

bV* bs hV* bs bv* 

_■_ .. ^ A ^ tM — l\ 



Jy 



V«8 



5r 






^^Sl 






«Ti: 



bs bV* ' 

Nun ist -V — Ä 1 und ^ s — hat als Adjuncte von ^23 ^^ 

S ± ytty22y33 <*®n Werth F*C23 (§.7,2), u. s. w. Daher ist 
ein grösstes Tetraeder so beschaffen , dass 



^«8 



'81 



'I« 



d. h. es gehört zu den besondern Tetraedern , deren gegenüber- 
liegende Kanten normal zu einander sind und deren Höhen sich 
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in einem Puncte schneiden*). Denn durch Projection von A Ä2A^ 
auf AA^ findet man 

A Af cos r^ r, + A^ A^ cos r^ q^ -^ A^A cos r^r^ = 

indem man durch r^, r2, r^, Qi die Geraden bezeichnet, auf 
denen AA^, AA^, ^^^y -^2^3 liegen. Nun ist 

AA^.AA^ cosfjT, = AAy . AA^ cos r^r^, AA^ cos r^r, + i4,i4 cos r^r, = 

folglich A^ A>^ cos rj pi = . 

Zur Berechnung der Elemente des gesuchten Tetraeders dient 
eine Gleichung 4ten Grades , von der eine positive Wurzel ohne 
Weiteres erkennbar ist. Es war aber von Lagrangb nicht gezeigt 
worden , dass durch diese Wurzel und nur durch diese ein reales 
Tetraeder von grösstem Volum bestimmt wird. Diese Discussion 
ist von BoRCHARPT auf Grund einer neuen und umfassenden Be- 
handlung des ganzen Problems in 2 Abhandlungen (Berl. Acad. 
1865 utid 1866 gegeben worden**). Den folgenden Auszug sei- 
ner Arbeit hat Herr Borchardt 1870 zur Mittheilung an dieser 
Stelle zu verfassen die Güte gehabt. 

I. Wo es nicht ausdrücklich anders bemerkt ist, sollen im 
Folgenden a, h Zahlen bedeuten, welche die Werthe 0, 4 , Sl, 3, 4 
durchlaufen ; 1, k Zahlen, welche die Werthe 4 , Sl, 3, 4 durch- 
laufen, p, 9 Zahlen, welche die Werthe 2,3^4 durchlaufen. 
Wenn diese Buchstaben unter Summenzeichen stehen, so ist nach 
jedem Summationsbuchstaben besonders zu summiren. 

Die Quadrate der Kanten eines Tetraeders bezeichne ich mit 
(*) s (Äi) , setze (u) = , (lO) = (Oi) « 4 , (00) = , und nenne 
K die Determinante 5ter Ordnung der so bestimmten Elemente (a6) 






K 


1 


1 


4 


K 





(1t) 


(13) 


(14) 


K 


(21) 





(23) 


(24) 


1 


(84) 


(32) 





.(34) 


4 


(41) 


(42) 


(43) 






I 

Die 25 Unterdeterminanten erster Ordnung von K bezeichne ich 



*) Diese Bemerkung ist von L'Huiuer de relatione mutua capacitatis 
etc. p. 151 gemacht worden. Vergl. des Verf. Eiern, d. Math., Stereo- 
metrie §.6, 10. 

**) Vergl. Lebesgue C. R. t. 66 p. 248 , Kronecker und Borchardt Ber- 
liner Monatsbericht 1872 Juni. 



2*0 §. 47, 10. 

du 

mit Qf^i, = y--^ • Dann werden das 6fache Volumen V des 

Tetraeders und die doppelten Inhalte V^, V^j ^3 , F4 seiner Sei- 
tenflächen durch die Gleichungen bestimmt (s. oben §. 16, 13) 

Damit das Tetraeder real sei , ist es nothwendig und hinreichend, 

bR 
dass die 6 Grössen [ik) positiv , die 4 Grössen p,-,- = -j-tt negativ 

und R positiv sei , Bedingungen , welche sich in die eine zusam- 
menfassen lassen , dass die ternäre quadratische Form 

f « ^ii^lViVk {Vx + 1/2 + 1/3 + 1/4 = 0) 

welche nach Elimination von y^ und unter Einführung der Grössen 

• 9^q = (P9) - iP'^) - (<9) + (^^) 
die Gestalt annimmt : 

f = ^^pqVpVq 
pq "^ '^ ^ 

eine definite negative Form sei, d. h. eine solche, welche 
für alle Werthe von 1/2 > ^3 ? Vij das System ^2 = , ^3 = 0, ^4 == 
ausgenommen, nur negativer Werthe, mit Ausschluss der Null, 
fähig ist. 

II. Um den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen, 
schicke ich einen allgemeinen Satz über quadratische Formen vor- 
aus , der später gebraucht wird. 

Gesetzt die beiden quadratischen Formen 

seien durch die Substitution 

in einander transformirbar , dann gehen gleichzeitig unter Ein- 
führung zweier neuen Systeme von je sechs Variablen yp^ == ygp 
und Ypg == Ygp die beiden Formen 

durch die Substitution 
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in einander über. Die Transformation von f in f liefert nämlich 
die identischen Gleichungen 

und vermittelst dieser Werlhe der s^^ geht zugleich F* in F über. 
Aus diesem Satz , der nicht nur für drei Variable y^^ y^ , 2/4 , 
sondern für jede Anzahl von Variablen gilt, geht hervor, dass 
wenn f eine definite Form ist, d. h. wenn die Coefficienten 1.1^' 
alle dasselbe Zeichen haben , auch F eine definite Form sein muss, 
und zwar diese letztere eine positive. 

III. Das LAGRANGE^sche Maximum-Problem besteht darin, dass 
R zu einem Maximum zu machen ist, während die 4 Grössen 

— ^ - SB — -gpr- vier gegebenen positiven Constanten c,- gleich 

werden sollen, welche, wenn C4 die grösste derselben ist, die 
Ungleichheit 

erfüllen.^- Um das Problem in Gleichung zu setzen, empfiehlt 
es sich, als Variable, nach welchen diflFerentiirt wird, nicht die 
ursprünglichen Grössen [ik] ^ sondern die Grössen g,-^ des adjun- 
girten Systems zu wählen , zwischen welchen die Gleichungen 

bestehen (§. 3,2). Indein ich aus den 25 Grössen ^^5 die Deter- 
minante 

und von derselben die Unterdeterminanten der verschiedenen 
Ordnungen bilde , ergiebt sich 



bP b^P 

bg^o bQ,,dQ,^ 



i 

1 



-Ä^ 



und mit Benutzung der oben deßnirten Grössen Spg 
bP' b*P 

^9pq ^Qf^.^9ix^9n 

b^P' b*P 

Ä — s *= s — s — s — X ^ S± (M){n){p^)(pV) « - («,,«v»'-WV«) 

bQpqOQpfgf 00», dp„ d(»^^ d(»pY ''«^ '^^ P9 P9 

Baltzer, Determ. 4. Aufl. \$ 
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Hieraus ergeben sich die vollständigen Differentiale 

oder 

(2) 8(Äd«Ä-dÄ«) = - ^Spq'Sp'qdQp^d^p,^, 

In den Summalionen rechter Hand erhält jede der Zahlen p, ?, 
p' , q* die Werthe 2 , 3 , 4 . Man kann aber auch noch den Werth 
4 hinzufügen , da s^j^ = ist für i ä \ oder A: = 4 . Wenn man 
in den so erweiterten Summen für £,j^, s^j^^^ s^fj^ ihre durch die 
Grössen [ik] ausgedrückten Werthe einsetzt und die Relationen 
Q^i -h Qii -t- Q^ -h ^,'4 = benutzt , ergeben sich die symmetri- 
schen Ausdrücke 

(8) «dft » ^mdQik 

(4) « (Ä d« Ä - d Ä*) • - ^{ikf) (%*k) d Qu, d Qi,i,, 

IV. Nach diesen Vorbereitungen ergeben sich die Differential- 
gleichungen des vorliegenden Problems , indem man die Differen- 
tiale von R und von den vier Grössen q = — pn == ßi2"*" ßi3"*" ßi4 y 
etc. gleich Null setzt. So erhält man Q =%dR 

= 2 (12) d^,, + 2 (1 3) d(»», + 2 (14) d^,, + 2 (28) d(»,3 -¥ 2 (24) dp,, + 2 (84) dQ^, 

= d(»,, + dp,, + dp,. 

a dp,, + dp„ + dp,. 

= dQ^^ + dp,, + dQ^^ 

= dp,, + dp., + dp.. 

Diese Gleichungen mit 4 , — ^i , — ^2» ~"^3) — ^4 naultipli- 
cirt und addirt geben eine Summe, in welcher der Coefficient 
jedes einzelnen Differentials verschwinden muss , daher für i von 
k verschieden 

(6) (ffc) a i (Vi + v^) 

Hierzu kommen zwei Bedingungen. Erstens muss 
oder mit Benutzung von (5) 

Ä - -2'V|t/,» (l^i + !/, + !/, + 1^4 = 0) 

eine definite negative Form sein. Zweitens muss d^R negativ 
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sein. Da aber für das Maximum bereits dR sss ist und nach 
Art. 1 in die erste Bedingung die Ungleichheit R > eingeschlos- 
sen ist, so wird die zweite Bedingung erfüllt sein, sobald die 
rechte Seite von Gl. (2) negativ ist. Die rechte Seite von Gl. (2) 
geht aber für dQpg = ypg in die quadratische Form — F des Art. H 
über, welche gleichzeitig mit f eine definite negative Form ist. 
Die zweite Bedingung ist also durch die erste von selbst erfüllt. 

V. Nach Einsetzung der Werthe (5) in die Determinante R 
erhält dieselbe den Ausdruck 



R = 






1 


1 


1 1 


4 


(11) ^v. 








1 





(22) -t;. 





1 








(33) - V, 


\ 








(44) -i;, 



WO (44) = (22) = (33) = (44) = 0. Hieraus folgen für R und 
die vier Unterdeterminanten q^^ = — c,- die Werthe 

bR 



R ^ PQ 






wo 



i> SS ViV,V,V4 



Q = 



1 1 1 

+ — + 



Vi V, V, V, 



Um die vier zwischen den gegebenen Grössen c,- und den 
unbekannten t;,- bestehenden Gleichungen nach den v^ aufzulösen, 
setze ich 

für P positiv für P negativ 

-Vp 



Wi 


^" 


r 






w 


=s 


Vp. 


Q 


= 2wi 


z 


» 


iw* 


"St 


^PQ' 



(O 



. = L 



Vi 



C = |ft,2 « -^iPQ^ ^ ^Z 

Hierdurch gehen die Gleichungen zwischen den v^ und c, über in 

W^ [W — lüj) SB C| (Oi (ü) — W j) s= — C,- 

oder oder 

Bedeuten e , e,- und € , £^ Grössen, welche der positiven oder nega- 
tiven Einheit gleich sind , so lassen sich die Grössen w , w^ und 
ü) , Cfi|' so darstellen 

46* 



«4i 
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und hieraus gebt vermöge der Gleichungeu wssSw^y (a=S(a^ 
für z oder ^= —2 die Endgleichung iu irrationaler Form hervor: 



(6) 



2 y' 2 — «, y « — Ci — . . . . — «^ y« — c^ ■= ^ 

2 y ?- i, yc 4- c, -....- «, yr+T, = o 

Hat man hieraus js oder C bestimmt , so setze man 

w =: (y'i-^e.yr^,) (yT-e.y^^::^) 

n = (y-fT^,-., y7) (y^jr^-^^yf) 

wo fl für jeden positiven Werth von t positiv ist und W für die- 
jenigen positiven Werthe von z , welche grösser als die grösste 
der Constanten c,, d. h. grösser als C4 sind. Unter Einführung 
des Zeichens 



f ' = - €,f^e^(. 



ergiebt sich jetzt 

W = P 
man kann daher setzen 



Ä = — «'P 



und erhält demzufolge für v^^ R die Ausdrücke: 



.Vp 



Vi = - 



y\v 



Vi 



V^- 



<o, 



= ei 



y^'ß 



Ä = 2 y f yTir 



y z-^ e^ yz — Ci 
R =z PQ =z wyp = ty^yw 

VI. Die irrationale Gleichung (6) in z oder t= — ^ wird 
rational gemacht, indem man die Norm ihrer linken Seite, d. h. 
das Product der 16 irrationalen Factoren, Welche den verschie- 
denen Werthen der Vorzeichen e^ . , . . 64 oder e^ .... €4 entspre-* 
chen, bildet, und dieses Product, welches ich mit (D[z] « (2>(— C) 
bezeichne, =0 setzt. Jeder der 16 irrationalen Factoren giebt, 
nach fallenden Potenzen von z oder t geordnet, eine Entwicklung 
der Form 



wo 



^'^^-i^'S^^ + icf""! 
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In zwölf Facloren ist der Goefficient A (oder ^4') von der Null 
verschieden , in denjenigen vier dagegen , in welchen von den 
vier Vorzeichen e,- oder €,• eines negativ, die drei anderen posiüv 
sind , ist der Goefficient A (oder A') des ersten Gliedes der Ent- 
wicklung s . Die Norm ist daher in z oder t niefat von 
höherem als dem vierten Grade. Unter den vierten Grad kann 
nur sinken, wenn in einem der bezeichneten vier Factoren 
ausser dem Goefficieaten des ersten Gliedes der Entwicklung auch 
der Goefficient des zweiten Gliedes verschwindet. Dies ist nur in 
einem der 4 Factoren möglich , nämlich in demjenigen , für wel- 
chen ^1 sc e2 = ^3 = -♦- 1 , ^4 = — 1 , und in diesem auch nur 
dann, wenn zwischen den Gonstanten c,* die Relation 

Ci + Cj + c, = c^ 

besteht. In diesem Fall ist 0{z) nur vom dritten Grade. 

Die Wurzeln der Gleichung 0[z) =0 sind sämmtlich reell 
und drei derselben ioimer negativ, entsprechen also positiven 
Werthen von f. Sie gehören den 6 irrationalen Factoren in ^ an, 
für welche von den vier Zeichen €,- zwei positiv , zwei negativ 
sind. Betrachtet man z. B. die beiden Factoren 

4 

2|T + "J/^ + Cj + >/i: + c. - |/C + C3 - >/c+ c. 



äj/C - l/^- + c^ - >/C + c, + >/f + c, + |/C+c, 

so öndern sich dieselben von ^=0 bis ^= -i-oo continuirlich. 
Für 4' «* Ö haben sie entgegengesetzte Werthe , wenn dagegen ^ in 
positivem Sinne über alle Grenzen wächst, werden beide Factoren 
positiv , einer derselben hat daher eine positive Wurael t = Ci . 
Auf ähnliche Weise lässt sich die Existenz zweier anderen Wur- 
zeln C == C2 , £ == ^3 nachweisen. Aber diesen drei Wurzeln ent- 
sprechen imaginäre Lösungen des Maximum-Problems. Denn für 
jede derselben ist 

€' = - «1^2*8^ = - < 



also Ve'ß imaginär, wodurch sämmtliche Grössen v^ und R ima- 
ginär werden. 

Die jetzt noch übrige vierte Wurzel von 0[z) = giebt im- 
mer eine reelle Lösung des Maximum-Problems» Zu ihrer Be- 
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Stimmung müssen die beiden Fälle unterschieden werden, in 
welchen 

C4 > Ci + c, + c, oder c^ < c^ + c^ -¥ c^ 

Für den beide Fälle von einander trennenden Grenzfall 64 
öS Ci -H C2 -h C3 wissen wir bereits , dass die vierte Wurzel von 
0{z) s unendlich gross ist. In diesem Falle geben die For- 
meln des vorigen Art. 

also 

(lij = (U) + («4), (43) = (U) + {34j, (S3; « (24) + (34) 

d. h. die Ecke im Puncto (4) ist drei-rechtwinklig. 
£s sei 

C4 > C| + c, + c, 

alsdann genügt der irrationalen Gleichung 



eine positive Wurzel ^ = ^, da die linke Seite für ^=0 den 

negativen Werth — Vq — Vi^ — Vc^ -h Vc^ annimmt, während 
ihre Entwicklung 

zeigt, dass sie für hinreichend grosse Werthe von ^ positiv wird. 
In diesem Fall ist e^^ €2 =^ ß^ ^^ -i- \ , «^ s=5 — 1 , «' s _ «^ £2 «3 £4 

BB -h 4 , €'i2 SS Q positiv also Vs'Si reell. Nimmt man den posi- 
tiven Werth dieser Quadratwurzel , so werden nach den Formeln 
des vorigen Art. v^, V2, v^ positiv , v^ negativ , R positiv. Da in 

- /" = t?i2/i' + ^«2/2* + ^iVz" + v,y* (y, +1/2 + 3/3 + 2/4 = 0) 

drei der Multiplicatoren v^ positiv , einer negativ ist , so genügt es, 
dass die Determinante R von —/'positiv sei, damit — f eine defi- 
nite positive Form sei. Somit ist die Nebenbedingung erfüllt und 
die Lösung eine reelle. 
. F^s sei zweitens 

Ca < Ci + Cj + C, 

man setze 

?/; (jj) SS 3 }/z — j/z — c, — yz --c^ — Yz — c^ —ri Yz — c^ 
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wo iy a» H- 4 oder =s -- 4 , Je nachdem 



positiv oder negativ ist, dann hat i^(jg)=0 eine Wurzel zsazQ 
zwischen z = C4 und z s -t- 00 . In der That die Entwicklung 
nach fallenden Potenzen von z giebt 

für 17 =s -I- 4 ,/, (ap) — — 2 ^a -1- (Cj -1- c, + c, + cj «""* 

für 17 s _ 4 V W = i{c^ + c^ -^ c^-^ cj ä"* + . . . 

also machen hinreichend grosse Werthe von z den Ausdruck \fj(z) 
negativ für iy » -i- 1 , positiv für iy = — 1 , d. h. von entgegen- 
gesetztem Zeichen mit ij , während er für jz = C4 von gleichem 
Zeichen mit rj ist, womit die Existenz der Wurzel z=i Zq bewie- 
sen ist. 

In diesem Falle werden nach den Formeln des Art. Y und 

für den positiven Werth der Quadratwurzel VW sämmtliche 
Grössen t^i , ^2 , v.^ , 1^4 , R positiv , und es bedarf daher keines 
Beweises, dass 

t 

eine definite negative Form ist. 



i Zu corrigiren bitte ich 



p. 46 Z. 43 Y. u. a^a^fß 

p. 20 Z. 6 V. u. {acd)a^ + (^cd)/^, =5 (ahcd)(c^d^ cd^) 

p. 66 Z. 5 V. u. r = f , . . 

p. 99 Z. 40 V. u. «" = 4. 



Druck von Breitkopf A Härtel in Leipxii;. 
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